[ll.  Osnovni pojmovi teorije verovatnoce

Neophodni matematicki pojmovi za razumevanje teksta u ovoj glavi:"

Osnovni pojmovi teorije skupova (skup, prazan skup, jednaki skupovi,
podskup, pravi podskup, univerzalni skup, unija skupova, presek skupova, disjunktni
skupovi, razlika skupova, komplement skupa, osnovna pravila algebre skupova)

Funkcija (preslikavanje)

Operator sabiranja (sumacioni operator) X

Operator proizvoda I1

Slucajnost je svuda oko nas. Toga smo cesto bolno svesni. Ponekad se
radujemo zbog toga §to su “mnoge stvari u zivotu nepredvidljive”. Jer, kakav bi to
zivot bio kada bi sve bilo predvidljivo...Mnoga pojedinac¢na deSavanja realnog sveta
naSe svakodnevice deluyju nam kao potpuno nepredvidljiva premda tokom duZeg
posmatranja ovih desavanja uo¢avamo izvesne pravilnosti. Volimo ponekad (a poneki
medu nama i Cesto) da se igramo sluc¢ajnos¢éu kao u igrama na srecu iako ne mozemo
unapred da predvidimo ishod svakog pokusaja u ovim igrama. Gledaju¢i svakodnevno
vesti o broju novorodene dece u nekoj dovoljno velikoj populaciji uo¢avamo da su
procenti novorodenih decaka i devojcica retko kad drasti¢no razliciti. (Kada bismo se
zagledali u procente umrlih u odredenim vremenskim periodima u nekoj vecoj
populaciji ljudi, bili bismo zapanjeni misticnim pravilnostima). Gledajuc¢i odrasle
ljude oko sebe, mada ne mozemo da predvidimo visinu slede¢e odrasle osobe koju
¢emo sresti, uo¢avamo da je medu onima koje srecemo najvise onih koji su osrednje
visoki a znatno manje onih izrazito niskih i izrazito visokih. Dakle, iako u
pojedinacnim deSavanjima nepredvidljive, slucajne pojave odlikuju izvesne
pravilnosti.

U svakodnevnom Zivotu veoma cesto se sre¢emo i sa subjektivnim
verovatnocama iskazujuci stepen svoje uverenosti u desavanje nekog dogadaja za koji
nije izvesno hoée li se desiti (“Vrlo je verovatno ¢u se uskoro zaljubiti”). Cesto se
pitamo kolike su Sanse da se nesto desi (“Kakve su Sanse da polozim ovaj ispit”).
Mnoga pitanja koja istrazivaci u psihologiji i drugim nauc¢nim oblastima mogu
postaviti direktno su povezana sa pitanjem verovatnoce da se nesto desi (“Kolika je
verovatnoca da bilo koja osoba koja dozivi vrlo stresno iskustvo, tj. iskustvo koje
prevazilazi uobicCajena ljudska iskustva razvije tzv. posttraumatski stresni
poremecaj”). Pri statistiCkoj analizi podataka dobijenih istrazivanjem veoma cCesto
(barem implicitno) postavljaju se pitanja u vezi sa verovatnocom da se nesto desi
(“Kolika je verovatnoc¢a da se na slu¢ajnom uzorku u pogledu nekog svojstva dobije
razlika odredene veli¢ine izmedu odredenih grupa ljudi ako u populaciji medu tim
grupama zapravo nema razlike”). Teorija verovatnoce se na matematicki rigorozan
nacin bavi upravo tzv. sluajnim fenomenima pruzajuci sredstva za dolazenje do

! Citalac koji ne vlada nephodnim pojmovima moze konsultovati odrednice Osnovni pojmovi teorije
skupova, Funkcija, Operator sabiranja (sumacioni operator) i Operator proizvoda u
Matematickom pojmovniku u Dodatku **




odgovora u situacijama neizvesnosti, tj. u situacijama kada ne raspolazemo
kompletnim informacijama.

Teorija verovatnoce daje matematicke modele slucajnih pojava. Pri tome,
slucaj se u teoriji verovatnoce ne shvata kao haos bez ikakve pravilnosti i bez ikakvih
uzro¢no-posledi¢nih veza: slucajne pojave su one pojave u kojima je pojedinacni
ishod neizvestan ali postoje odredene pravilnosti u raspodeli ishoda u velikom broju
ponavljanja.2

Kao $to smo vec¢ istakli u uvodnoj glavi, statisticki postupci, posebno oni koji
spadaju u tzv. inferencijalnu statistiku, zasnovani su na teoriji verovatnoce,
matematickoj disciplini koja daje matematicke modele tzv. slucajnih fenomena. Stoga
je za razumevanje statistickih postupaka i njihovu primenu neophodno poznavati
barem osnovne pojmove teorije verovatnoce. U ovoj glavi izlozi¢emo samo osnovne
pojmove ove teorije. Odredene pojmove, teoreme i teorijske modele iz teorije
verovatnoce koji ne budu izloZzeni u ovoj glavi izloZicemo u okviru teksta za Cije
razumevanje nam oni budu neophodni. Pri tome, nastojacemo da izlaganje odabranih
delova teorije verovatnoc¢e izvedemo na nacin za koji verujemo da ¢e biti razumljiv
¢itaocima kojima je knjiga namenjena trude¢i se da, koliko god je to moguce, damo
matematicki korektan prikaz. Preporuc¢ujemo citaocu da se tokom koris¢enja ostalih
delova knjige vrati na pojmove koji su obradeni u ovoj glavi kada god za tim oseti
potrebu.

Osnovni pojam u teoriji verovatnoce jeste naravno sam pojam verovatnoce.
Vide¢emo uskoro da definisanje ovog kljucnog pojma nije bas jednostavan poduhvat,
te da postoje razli¢ita odredenja i tumacenja samog pojma verovatnoce. Za definisanje
pojma verovatnoc¢e neophodno je prethodno definisati nekoliko polaznih pojmova.

lll. 1. Polazni pojmovi za definisanje pojma verovatnoc¢e
Slucajni eksperiment (engl. random experiment)

Slucajni, stohasticki ili statistiCki eksperiment je svaki preciziran (planiran)
proces posmatranja ili prikupljanja podataka za koji vaze slede¢i uslovi:
- moZe se ponavljati neogranien, tj. proizvoljan broj puta u istim
uslovima;
- moZe imati samo jedan ishod iz skupa svih mogucih i medusobno
iskljucivih ishoda pri cemu su svi moguéi ishodi unapred poznati;

? Teorija verovatnoce je jedna od matematickih oblasti koje su se relativno kasno razvile. Zasnivanju
teorije verovatnoce znacajan podsticaj dala je jedna od Stetnih ljudskih strasti, kockarska strast. Premda
su se i pre toga javljali nagovestaji probabilistickih pojmova u matematici, prvi jasniji zaceci teorije
verovatnoce pojavljuju se u 16. veku u knjizi Dirolama Kardana Liber de ludo aleae (Knjiga o igrama
na srecu). (Kardano je inace bio lekar, matematicar, fizicar, astronom... i prema odredenim tvrdnjama
toliko je verovao u astrologiju da je predvidevsi tacan dan svoje smrti na taj dan izvrSio samoubistvo!).
Dakle, u 16. veku formulisano je pravilo prema kojem je verovatnoca da ¢e pravilna kocka pasti na
jednu od svojih Sest strana jednaka 1/6. U to vreme, kao i vek kasnije, kockanje je bilo vrlo popularno,
posebno u aristokratskim krugovima. Godine 1654., poznati francuski kockar sa nau¢ni¢kom i
matemati¢kom nastrojeno$éu duha, Antoan Gombo (poznatiji kao Sevalje de Mere/Chevalier de Méré/)
obraca se svom prijatelju, poznatom matematicaru i filozofu Blezu Paskalu sa molbom da mu pomogne
u resavanju odredenih problema u vezi sa racunanjem ocekivane frekvencije dobitaka i gubitaka u
igrama na srecu, kao i u vezi sa pravednom podelom tloga kada se igra prekine. U prepisci koju je u
vezi sa reSavanjem ovih problema Paskal vodio sa svojim savremenikom Fermaom, takode poznatim
matematicarem, postavljene su osnove matematicke teorije verovatnoée (Podroban i zanimljiv prikaz
zasnivanja i daljeg istorijskog razvoja teorije verovatno¢e moze se procitati u Cowles, 2001).



- pojedinacna pojava odredenog ishoda ne moze se predvideti sa potpunom
izvesnoScu.

Pri izlaganju teorije verovatno¢e u matematickim knjigama uobicajeno se kao primeri
slu¢ajnih eksperimenata navode: bacanje nov¢ic¢a, bacanje kocke, izvlacenje kuglica iz
kutije i sli¢éno. U psihologiji i srodnim oblastima kao primere onoga §to se u teoriji
verovatno¢e zove slucajnim eksperimentom moZemo navesti mnoge postupke
sistematskih posmatranja i merenja tokom istraZivaCkog procesa: anketiranje
ispitanika koji pripada slucajnom uzorku u pogledu polne pripadnosti, merenje
vremena reakcije na dati stimulus za ispitanika u eksperimentu koji ukljucuje
randomizaciju, zadavanje odredenog upitnika li¢nosti ili odredenog testa znanja
ispitaniku iz slucajnog uzorka, radunanje prosecne inteligencije jednog slucajnog
uzorka iz neke populacije i sli¢no. Naravno, istraziva¢i u ovim oblastima to
uobic¢ajeno ne zovu sluCajnim eksperimentima ve¢ sistematskim posmatranjem,
merenjem, testiranjem. Ono $to je bitno jeste to da se sa stanovista teorije verovatnoce
ove aktivnosti mogu posmatrati kao slucajni eksperimenti, pod uslovom da se
posmatranje, merenje ili testiranje izvodi na tzv. slu¢ajnom uzorku ili po odredenim
metodoloskim pravilima.

Pokusaj (engl. trial)

Pokusaj predstavlja svako pojedinacno izvodenje slucajnog eksperimenta. Na primer,
jedno bacanje novcica, merenje vremena reakcije na jedan stimulus kod jednog
ispitanika iz sluajnog uzorka...

Ishod (engl. outcome)

Ishod je odredeni, realizovani ili moguci rezultat jednog pokusSaja. Na primer, moguci
ishodi u jednom bacanju novci¢a su P(ismo) i G(lava) dok su mogu¢i ishodi u dva
bacanja novcica PP, GG, GP i PG. Ishodi moraju biti medusobno iskljucivi, tj. u jednom
pokusaju mora biti mogu¢ samo jedan ishod. Na primer, u anketiranju ispitanika u
pogledu polne pripadnosti ne sme biti moguce da ispitanik zaokruzi oba medusobno
isklju¢iva odgovora (,,musko®, ,,zensko*), a u psiholoskom testiranju jednog ispitanika iz
slucajnog uzorka u pogledu depresivnosti (ili merenju znanja ispitanika odredenim
testom) ispitanik moze imati samo jedan slozaj odgovora, odnosno jedan rezultat ili skor
kojim se iskazuje njegov stepen depresivnosti (ili znanje).

Skup mogué¢ih ishoda (engl. sample space)

Prostor ili skup svih moguéih ishoda nekog slucajnog eksperimenta jeste skup svih
mogucih distinktivnih ishoda tog eksperimenta. U nastavku teksta skup mogucih ishoda
oznacavacemo slovom § (od engleskog Sample space). Na primer, skup ishoda u tri
bacanja novci¢a sadrzi sledece elemente: PPP, PPG, PGP, PGG, GPP, GPG, GGP,
GGG. To mozemo napisati 1 ovako: S = {PPP, PPG, PGP, PGG, GPP, GPG, GGP,
GGG?}. Cesto za jedan isti sluGajni eksperiment mozemo definisati razli¢ite skupove
mogucih ishoda, zavisno od cilja posmatranja. Na primer, ako bacimo dve pravilne
kocke i posmatramo parove brojeva sa gornje strane bacenih kocki skup mogucih ishoda
mozemo opisati sa 36 parova brojeva od 1 do 6, tj. S = {(1,1), (1,2), ... (6,5), (6,6)}.
Medutim, ako nas zanima samo zbir brojeva sa gornje strane dveju bacenih kocki a ne
pojedinacni brojevi na svakoj od kocki, skup mogucih ishoda bi ¢inilo 11 brojeva od 2



do12,4.5=1{2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11,12} (cf. Bartoszynski & Niewiadomska-Bugaj,
2008).

(Slucajan) dogadaj (engl. random event)

Slucajan dogadaj je bilo koji skup ishoda, tj. bilo koji podskup skupa svih mogucih
ishoda slucajnog eksperimenta. U nastavku teksta u ovoj glavi slucajni dogadaj
zvacemo prosto dogadajem. Dogadaj bismo mogli formalno definisati na sledeci
nacin: 4 < S, pri ¢emu je A oznaka bilo kojeg dogadaja, a S predstavlja skup svih
mogucih ishoda nekog slucajnog eksperimenta. U primeru sa bacanjem tri novcica,
dogadaj tri ,,pisma“ ili tri ,,glave bio bi slede¢i skup: B = {PPP, GGG}. Dogadaj
moze biti prost, tj. moze sadrzati samo jedan ishod eksperimenta ili sloZen, tj. moze
obuhvatati vise od jednog ishoda eksperimenta. Na primer, realizacija jedne od Sest
strana kocke predstavljala bi prost ili elementaran dogadaj dok bi pojava neparnog
broja pri bacanju kocke predstavljala sloZzeni dogadaj. Prema tome, dogadaj A= {3},
koji oznacava da je kocka pala na trojku bio bi elementaran dogadaj, a dogadaj B = {1,
3, 5} pri bacanju kocke bio bi sloZzen dogadaj. Siguran dogadaj predstavlja skup svih
mogucih ishoda nekog slucajnog eksperimenta, a nemogu¢ dogadaj predstavlja prazan
skup. Siguran dogadaj ¢emo oznacavati slovom S, a nemogu¢ dogadaj oznakom praznog
skupa, tj. oznakom &I

Unija dva dogadaja je dogadaj koji obuhvata ishode koji su obuhvaceni jednim ili
drugim dogadajem. Presek dva dogadaja obuhvata ishode koji su zajednic¢ki za oba
dogadaja. Komplement nekog dogadaja obuhvata sve ishode u skupu svih mogucih
ishoda S koji nisu obuhvaceni tim dogadajem.

Budu¢i da su dogadaji zapravo skupovi na njih se moze u potpunosti primenjivati
algebra skupova. (Citalac kojem je to potrebno moze konsultovati odrednicu Osnovni
pojmovi teorije skupova u Matematickom pojmovniku u Dodatku **).

lll. 2. Verovatnoca

Verovatnoca (engl. probability) je, uopsteno receno, mera moguénosti ili izvesnosti
desavanja nekog dogadaja kao rezultata, tj. ishoda slucajnog eksperimenta. Do ove
mere dolazi se apriornom logickom analizom procesa koji vodi odredenom ishodu,
pretpostavkama ili empirijskom procenom. Iskazuje se razlomcima (1/10),
proporcijama (0.28) ili procentima (33%). Postoje razli¢ita tumacenja ili odredenja
pojma verovatnoce: aksiomatsko, statistiCko (objektivno), klasi¢no i subjektivno.

Aksiomatsko odredenje verovatnoce dao je 1933. godine ruski matematicar A.
N. Kolmogorov. Prema ovom odredenju funkcija verovatno¢e svakom dogadaju 4 iz
skupa svih mogucih ishoda S pridruzuje realni broj P(4), verovatno¢u dogadaja A4,
tako da su ispunjena, tj. tako da vaze tri aksioma:

- Nenegativnost: P(4) > 0 za svako 4;

- Normiranost: P(S)=11

- Prebrojiva aditivnost: ako prebrojivi podskupovi dogadaja 4;, A4,,..., 4k

postoje i ako su uzajamno iskljucivi (nemaju zajednickih elemenata, tj.

? Budu¢i da su dogadaji zapravo skupovi trebalo bi u oznaci verovatnoée dogadaja A koristiti oznaku
P{4}. Kako se u vecini knjiga iz teorije verovatno¢e u ovom slucaju koristi obi¢na zagrada odlucili
smo da i mi tako postupimo.



svaki sadrzi razlicite ishode od svakog drugog) verovatnoc¢a njihove unije
jednaka je zbiru njihovih pojedina¢nih verovatnoéa:*
P(4; U4, U..U 4x) =P(4)) + P(4y) + ... + P(4y)

Dakle, realni brojevi koji se pridruzuju svakom dogadaju, tj. podskupu skupa svih

mogucih ishoda, predstavljaju verovatnoce ako ispunjavaju sledece uslove:

1. nenegativni su;

2. jednaki su jedinici za ceo skup, tj. prostor ishoda, i

3. zbir brojeva dodeljenih uzajamno isklju¢ivim dogadajima jednak je broju
dodeljenom njihovoj uniji.

Aksiomatsko odredenje verovatnoée vazno je za razumevanje matematickih svojstava

verovatnoce i koristi se u dokazima odredenih teorema u okviru teorije verovatnoce.
Za konkretno racunanje verovatnoce u statistici od znacaja su klasi¢no (apriorno) i
statisticko odredenje verovatnoce. Ono §to je sa prakticnog stanovista najvaznije
uociti u aksiomatskom odredenju verovatnoce jeste da verovatnocéa moZe biti jednaka
bilo kojem realnom broju od 0 do 1, tj. da ne moZe biti manja od 0 niti veéa od 1.

Statisticki, verovatno¢a dogadaja 4, u oznaci P(4), definiSe se kao grani¢na vrednost
relativne ucestalosti (relativne frekvencije) dogadaja 4, tj. kao grani¢na vrednost
proporcije ishoda koji pripadaju dogadaju 4 u ukupnom broju pokusaja:

P(4)=lim 4

H—)OC)n

Oznakom f; u gornjoj formuli oznacena je ucestalost dogadaja A, oznakom n ukupan
broj pokusaja, a lim je oznaka za grani¢nu vrednost ili limes. (Za ovu potrebu dovoljno
je limes shvatiti kao broj kojem se priblizava kolicnik f; i n kako se n povecava, tj.
priblizava beskonacnosti). Drugim reCima, kolicnik f; i n daje pribliznu vrednost
verovatno¢e dogadaja A, pri cemu je ova priblizna vrednost utoliko bliza pravoj
verovatnoc¢i dogadaja 4 ukoliko je n vece.

Verovatno¢a dogadaja A4 je, dakle, broj kojem se priblizava relativna frekvencija tog
dogadaja sa priblizavanjem broja pokusaja ka beskonacnosti. U praksi, buduéi da se
eksperiment moze ponoviti samo konaCan broj puta, verovatno¢u kao granicnu
vrednost nemoguce je odrediti (Cak i ako ona postoji) pa se verovatnoca ocenjuje, ako
je broj pokusaja veliki, jednostavno preko relativne ucestalosti, tj. relativne
frekvencije dogadaja:

p(4)="14

n
To bi prakti¢no znacilo da, ako, na primer, zelimo da statisticki odredimo verovatno¢u
radanja muskog deteta trebalo bi da belezimo u velikom broju radanja pol
novorodenih beba i da na osnovu velikog broja takvih podataka podelimo broj
novorodenih muskog pola sa ukupnim brojem novorodenih. Na ovaj nacin ocenjeno je
da je verovatnoc¢a radanja muskog deteta 0.515! Dakle, verovatnoca radanja muskog

* Aksiomi koji su prikazani ovde podrazumevaju da je skup svih moguéih ishoda diskretan, tj.
prebrojiv. To je ucinjeno kako bi i Citalac sa manjim matematiCkim predznanjem mogao lakSe da
razume aksiome. Kada je skup svih moguéih ishoda S neprebrojiv, tj. kontinuiran tada se zbir
zamenjuje integralom. Isto tako, iako smo aksiom aditivnosti ovde prikazali za k dogadaja on vazi i za
beskonacan broj dogadaja.



deteta veca je od verovatnoce radanja zenskog deteta. Ova potonja verovatnoca se
ocenjuje da iznosi 0.485. /NesSto veca verovatnoc¢a radanja muskog deteta mogla bi
izgledati i kao velika bozanska mudrost (ili mudrost prirode) u obezbedivanju
podjednakog broja muskaraca i Zena u ranom odraslom dobu buduéi da veéi broj
muske dece — u poredenju sa zenskom decom — umire neposredno po rodenju, u
detinjstvu, pa 1 u adolescentnom periodu. Vecu proporciju radanja muske dece kao
argument u prilog BoZjeg Providenja koristio je u svom veoma zanimljivom ¢lanku
jedan engleski kraljevski lekar jo3 pocetkom 18. veka (Arbuthnott, 1710-1712)/.
Kljucna ideja koju treba imati na umu pri primeni statistike u odnosu na odredivanje
verovatno¢e na osnovu relativne frekvencije jeste sledeca: za dobro odredivanje
verovatnoce na statisticki nacin nuzno je da raspolazemo velikim brojem posmatranja,
tj. velikim n.

: Zapravo, statisticko odredenje verovatnoée kao relativne frekvencije |
i utemeljeno je na tzv. Zakonu velikih brojeva. Zakon velikih brojeva ima razliCite :

formulacije, a formulacija koja je u ovom kontekstu relevantna glasi:6
1imP(|p - 7t| >¢g)=0

Pri tome, P(e) je opsta oznaka funkcije verovatnoce, lim je oznaka limesa, n je broj
nezavisnih pokuSaja ili posmatranja, € je proizvoljno mali broj ve¢i od nule, p je
relativna frekvencija odredenog dogadaja, a m verovatnoc¢a tog dogadaja. Dakle,
prema Zakonu velikih brojeva verovatno¢a da ¢e se relativna frekvencija dogadaja
razlikovati od verovatnoce tog dogadaja za viSe od proizvoljno malog pozitivnog

. broja ¢ tezi nuli kako broj nezavisnih pokusaja ili posmatranja (n) tezi beskonacnosti. :
i Uo¢imo da prema ovom obliku Zakona nije grani¢na vrednost same razlike relativne

frekvencije i verovatno¢e dogadaja jednaka nuli ve¢ grani¢na vrednost verovatnoce da
ta razlika bude ve¢a od proizvoljno malog pozitivnog broja €. Prema tome, ovaj zakon
ne tvrdi da se za veliko n relativna frekvencija i verovatnoca garantovano ne¢e nimalo
razlikovati, ve¢ da je vrlo malo verovatno da ¢e se one razlikovati. Uo¢imo, isto tako
i da se Zakon velikih brojeva odnosi na relativnu a ne na apsolutnu frekvenciju. Jedna
: od &estih zabluda je upravo ona po kojoj frekvencija desavanja nekog dogadaja u
velikom broju posmatranja mora biti blizu vrednosti n*n, tj. frekvenciji dobijenoj na
. osnovu 7 (cf. Falk & Lann, 2013). Postoji i jata forma ovog zakona ali ona zahteva i
| stroze uslove pod kojima vazi. Prema Strogom zakonu velikih brojeva

P(limp=mn)=1

n—on

. Dakle, kako n tezi beskonacnosti, relativna frekvencija se priblizava (,,konvergira“)
i verovatno¢i sa verovatno¢om jednakom 1, tj. gotovo sigurno.

Klasi¢no (apriorno) odredenje verovatnoée formulisao je francuski matematicar Pjer
Simon Laplas u knjizi objavljenoj1812. godine (dakle, bas u vreme kada je Napoleon

> Arbuthnott u svom ¢&lanku prilaZe i tabelu broja novorodenih (ta¢nije kritenih) dedaka i devoj&ica u
Londonu od 1629. do 1740. godine iz koje se vidi da je svake od ovih godina rodeno nesto vise muskih
nego zenskih beba. Zaista, i noviji podaci iz velikog broja istrazivanja ukazuju na relativno veci broj
zacCete ili rodene muske dece, dok se u ranom odraslom dobu broj Zena i muskaraca ujednacuje (cf.
Ellis et al., 2008).

8 Ovaj tzv. Slabi oblik zakona velikih brojeva prvi je formulisao poznati matematicar Jakob Bernuli u
delu objavljenom posle njegove smrti pocetkom 18. veka.



pokusavao da osvoji Rusiju...) i zasniva se na pretpostavci da su svi ishodi
eksperimenta medusobno iskljucivi i jednako verovatni. Ako neki dogadaj 4 obuhvata
ny ishoda od ukupnog broja mogucih ishoda (n), tada je verovatno¢a dogadaja A
jednaka odnosu broja ishoda obuhvacenih dogadajem A4 ("povoljnih" ishoda) i
ukupnog broja mogucih ishoda:

P<A>=“f

Verovatnoc¢a, u skladu sa ovom koncepcijom, odreduje se matematickim putem,
unapred, pre izvrSenog eksperimenta. Za odredivanje ukupnog broja mogucih ishoda,
posebno kada je taj broj veliki, koriste se pravila koja su razvijena u okviru
matematicke discipline kombinatorike (O nekim od ovih pravila citalac se moze, ako
se za tim ukaze potreba, informisati u Matematickom pojmovniku pod odrednicom
Osnovni pojmovi i pravila kombinatorike). Budu¢i da se u ovom odredenju
verovatnoce unapred pretpostavlja jednaka verovatno¢a svih mogucih ishoda nekog
slucajnog eksperimenta, ovo odredenje ,,pati od izvesne cirkularnosti.

Primeri odredivanja verovatnoc¢e na osnovu klasi¢nog odredenja:

a) Kolika je verovatnoc¢a da ¢e u jednom bacanju nov¢ica pasti 'glava’ (misli se,
naravno, na stranu nov¢i¢a na kojoj se nalazi prikaz glave nekog od velikana)?
Broj mogu¢ih ishoda je u ovom sluéaju 2 (P, G), a broj ,,povoljnih* ishoda
jednak je 1. Prema tome:

P(G)=1/2=05

b) Kolika je verovatno¢a da se iz dobro promesanog Spila od 52 karte izvuce
karta "pik"?
Bududi da su u $pilu 52 karte a da karata ,,pik* ima 13:

P(pik) = 13/52 = 0.25

¢) Kolika je verovatno¢a da se u dva nezavisna bacanja pravilnog novc¢ica ne
dobije nijedanput ,,pismo*?
Moguc¢ih ishoda u ovom slucaju je 4 jer je S = {PP, PG, GP, GG}, a samo
jedan ishod je ,,povoljan“ (GG). Prema tome, P(nula ,,pisama‘ u dva bacanja
novcica) = 1/4 =0.25.

d) Kolika je verovatnoc¢a da se u dva nezavisna bacanja pravilne kocke ne dobiju
,,dve Sestice*?
U prvom bacanju postoji 6 mogucih ishoda (kocka moZe pasti na jednu od 6
strana sa brojevima tackica od 1 do 6). U drugom bacanju ima takode 6
mogucih ishoda. Prema osnovnom pravilu kombinatorike broj moguc¢ih ishoda
u dva bacanja kocke je 6*6, tj. 36. Buduci da postoji samo jedan ,,nepovoljan*
ishod (,,dve Sestice”, tj. 6 u prvom i 6 u drugom bacanju) preostaje 35
»povoljnih“ ishoda. Stoga je P(ne ,,dve Sestice* u dva bacanja kocke) = 35/36
=0.972.



e) Kolika je verovatnoca da se slucajnim razmestanjem slova A, B, O, R i T, pri
c¢emu sva slova moraju biti iskoriS¢ena u svakom razmestanju a jedno slovo se
moze pojaviti samo jedanput u istom razmestanju, dobije re¢ TORBA?
Ukupan broj mogucih razmestaja pri navedenim uslovima dobija se kao broj
permutacija bez ponavljanja sa po 5 elemenata: 5¥4*3*2*1 = 120. Samo jedan
od tih razmestaja (T, O, R, B, A) daje Zeljenu re¢. Prema tome, P(dobijanje
re¢i TORBA slu¢ajnim razmestanjem slova A, B, O, R i T) =1/120 = 0.008.

Subjektivno tumacenje verovatnoce odreduje ovaj pojam u smislu stepena uverenosti
ili verovanja osobe u pogledu deSavanja nekog dogadaja. Pokazano je da se ovaj
stepen uverenosti neke osobe u izvesnost deSavanja nekog dogadaja moze meriti
(Bartoszynski & Niewiadomska-Bugaj, 2008). Veoma plasticnu formulaciju
subjektivnog tumacenja verovatnoée dali su Edvards, Lindman i Sevidz 1963. godine
u ¢lanku objavljenom u jednom od najpoznatijih psiholoskih ¢asopisa Psychological
Review (Psiholoska revija): verovatno¢a dogadaja 4 za neku osobu je “cena koju” bi
osoba bila “voljna da plati u zamenu za jedan dolar” koji ¢e dobiti ako se dogadaj 4
desi. Na primer, dogadaj Sutra ce pasti kiSa ima verovatnocu 1/3 ako bi osoba bila
spremna da sada da tre¢inu dolara u zamenu za 1 dolar koji bi dobila ako sutra padne
kisa (Edvards, Lindman, & Savage, 1963, str. 197). Proucavanje subjektivne
verovatnoce predstavlja zasebnu oblast blisko vezanu za matemati¢ku teoriju izbora i
donosenja odluka. Subjektivno tumacenje verovatnoce u osnovi je jednog posebnog
pristupa statistici, tzv. bajesovskog ili bejzijanskog pristupa.

Uslovna verovatnoca

Uslovna verovatnoc¢a je mera moguénosti ili izvesnosti deSavanja dogadaja B
posto se prethodno desio dogadaj 4. Desavanje dogadaja A4 je uslov koji treba da bude
ispunjen i pod kojim ispitujemo desSavanje dogadaja B. (Budu¢i da je teorija
verovatno¢e matematicka disciplina i da se ne mora nuzno primenjivati na deSavanja
u realnom svetu ovo ,,prethodno desavanje” pri razmatranju uslovne verovatnoce
treba shvatiti u najSirem smislu jer se ono moze odvijati| samo u nasim mislima, tj. u
misaonom eksperimentu).

Uslovna verovatnoc¢a dogadaja B, pod uslovom da se desio dogadaj 4, izraCunava se
po formuli:
P(ANB)

P(B|4) = )

gde je P(4 (N B) zajednicka verovatno¢a dogadaja 4 i B, a P(4) verovatnoca dogadaja
A.

Na primer, ako je u nekoj populaciji 490 000 muskaraca i 510 000 Zzena i ako bismo
svima pri popisu stanovniStva postavili pitanje Da [i se plaSite pauka, pri ¢emu se na
pitanje moze odgovoriti samo sa Da ili Ne, dobijene podatke mogli bismo prikazati u



Tabeli ** (Naravno, u ovom izmi$ljenom primeru misli se na zivotinju a ne na
.. . . . . 7
»pauka“ koji nosi nepropisno parkirana vozila):

Tabela **: Prikaz moguce raspodele odgovora muskaraca i Zena iz jedne zamisljene
populacije na pitanje Da [li se plasite pauka (brojevi u tabeli su u hiljadama ispitanika)

Da Ne Ukupno
(Plasim se pauka) | (Ne plasim se pauka)
Muskarci 80 410 490
Zene 350 160 510
430 570 1 000

Pretpostavimo da je dogadaj B dogadaj ,,plasiti se pauka“ (odgovor Da), a dogadaj 4
dogadaj ,,biti muskog pola“ i da Zelimo da odredimo verovatno¢u da se slucajno
izabrana osoba iz te populacije plasi pauka ako znamo da je re¢ o muskoj osobi.
Pogledajmo, pre svega verovatnocu dogadaja ,plasiti se pauka“ (odgovor Da).
Verovatnoc¢u da se slu¢ajno odabrana osoba iz date populacije plasi pauka odredili
bismo kao koli¢nik broja onih koji su odgovorili Da na postavljeno pitanje i ukupnog
broja ispitanih: 430 000/1 000 000 = 0.43. Sada se moZemo zapitati da li znanje da je
re¢ o muskoj osobi menja ovu verovatnocu? Prema onom S$to znamo o odnosu
muskaraca i Zena prema paucima (posebno s obzirom na to da se ne radi o ,,pauku
koji nosi automobile...) o¢ekujemo da ¢e informacija da je re¢ o muSkoj osobi
unekoliko smanjiti ovu verovatnocu.

Verovatnocu dogadaja ,,biti muskog pola®, tj. verovatnocu da ¢e slucajno
odabrana osoba iz ove populacije biti musko odredili bismo kao proporciju muskaraca
i ona bi bila jednaka 490 000/1 000 000, tj. 0.49, a verovatnoc¢u zajednickog deSavanja
dogadaja ,,biti muskog pola“ i dogadaja ,,plasiti se pauka“ kao kolicnik 80 000/1 000
000, sto iznosi 0.08. Tada bismo uslovnu verovatnocu dogadaja ,,plasiti se pauka pod
uslovom da je re¢ o osobi muskog pola iz date populacije izracunali na slede¢i nacin:

80000

1000000 _ 80000 _ .

490000 490000

1000 000
Dakle, verovatnoca da se na slucaj izvucena osoba iz date populacije plasi pauka, ako
znamo da je re¢ o osobi muskog pola, iznosi 0.16. Uo¢imo da uslovna verovatnoca u
ovom slucaju zapravo predstavlja proporciju, tj. relativnu ucestalost dogadaja (kao i
obi¢na verovatnoca) ali ne u celokupnoj populaciji (muskaraca i zena) ve¢ u
subpopulaciji koja je ogranic¢ena u skladu sa dogadajem koji predstavlja uslov, tj. u
subpopulaciji musSkaraca. To je isto kao da smo umesto na celokupnu populaciju
pogled ogranicili samo na subpopulaciju muskaraca, tj. samo na onaj red ukupne
tabele koji se odnosi na muskarce:

Da Ne Ukupno
(Plasim se pauka) | (Ne plasim se pauka)
Muskarci 80 410 490

7 Nadam se da je &itaocu jasno da se ovakva pitanja inade ne postavljaju pri popisu stanovnistva. Radi
se, dakle, o jednom zamisljenom a ne realnom ispitivanju.



Uocimo, medutim, da se verovatnoca zajednickog desavanja dva dogadaja (,,biti
musko® 1 ,,plasiti se pauka“) racuna kao proporcija u odnosu na celokupnu populaciju.
Budu¢i da se verovatnoce dogadaja poput dogadaja u ovom primeru ,,biti musko®,
,biti Zensko®, ,plaSiti se pauka™“ i ,ne plasiti se pauka“ odreduju na osnovu
frekvencija koje se nalaze na marginama tabele, verovatnoée takvih dogadaja
nazivamo uobicajeno marginalnim verovatno¢ama.

U vezi sa uslovnom verovatnocom, veoma je vazno imati na umu da, u opStem
slu¢aju, P(B|4) nije jednako P(4|B). Odnos izmedu ove dve uslovne verovatnoce
prikaza¢emo u nastavku teksta pri prikazivanju Bajesove teoreme.

Statisti¢ki nezavisni dogadaji

Uslovna verovatnoc¢a sluzi, izmedu ostalog, za definisanje statisticke
nezavisnosti dogadaja, pojma koji je veoma vazan za razumevanje statisticke analize
podataka.

Zapamtite: Ako je P(B|4) = P(B) onda su 4 i B statisticki nezavisni dogadaji.
Ako je P(B|4) = P(B) tada je i P(4|B) = P(4).

Dakle, ako desavanje dogadaja koji predstavlja uslov ne menja verovatno¢u deSavanja
drugog dogadaja, tada za ova dva dogadaja kazemo da su statisticki nezavisni
dogadaji. U naSem prethodnom primeru ocigledno je da dogadaji ,,plasiti se pauka“ i
,,bitl muskog pola‘“ nisu statisticki nezavisni dogadaji jer je verovatnoc¢a dogadaja
,»plasiti se pauka“ jednaka 0.43, a verovatnoc¢a dogadaja ,,plasiti se pauka pod
uslovom da je re¢ o muskarcima iz te populacije je 0.16.

Uslovna verovatnoca je veoma vazna u primeni statistike, pogotovu za razumevanje
statistiCkih postupaka za ispitivanje veza izmedu kategorickih varijabli (o tome ¢e biti
reci u Glavi **),

Osnovne teoreme o verovatnoci

Teorema o komplementu

Komplement dogadaja 4, u oznaci 4°, jeste dogadaj koji obuhvata sve ishode u skupu
mogucih ishoda S koji nisu obuhvaceni dogadajem 4. Uoc¢imo, dakle, da se
komplement uvek definiSe u odnosu na odredeni skup moguc¢ih ishoda S. Na primer,
ako pri jednom bacanju nov¢ic¢a dogadaj 4 predstavlja dogadaj pala je “glava“ (G),
onda bi komplement tog dogadaja bio dogadaj palo je ,, pismo ““ (P). Naime, skup
mogucih ishoda u tom slucaju je S = {G, P} pa posto je ishod G obuhvacen
dogadajem A, dogadaj A° obuhvata preostali moguci ishod P.

Ako je verovatnoca dogadaja 4 jednaka P(A), tada je verovatnoca
komplementa dogadaja 4 (u odnosu na S), u oznaci P(4°):

P(A%) = 1 — P(4).



Ova teorema naprosto sledi iz aksioma normiranosti i prebrojive aditivnosti u
aksiomatskom odredenju verovatnoée koje smo prikazali u prethodnom delu teksta.®
Naime, prema definiciji komplementa dogadaja 4, o¢igledno je da su 4 i A° uzajamno
iskljucivi dogadaji i da njihova unija predstavlja zapravo skup svih ishoda S u odnosu
na koji se odreduje komplement. Prema tome, P(4) + P(4°) = P(S) = 1.

Na primer, ako je verovatnoca da padne “glava” u jednom bacanju novcica jednaka
0.5, tada je verovatnoca da padne “pismo” jednaka 0.5. Isto tako, ako je verovatnoca
oboljevanja od depresije u nekoj populaciji jednaka 0.10 onda je verovatnoca
neoboljevanja od depresije u toj populaciji jednaka 1 —0.10, tj. 0.90.

Aditivna teorema

Aditivna teorema ti¢e se verovatnocée unije dva dogadaja, tj. verovatnoc¢e da se od dva
dogadaja desi jedan ili drugi, ili oba.
Verovatnoca da se desi dogadaj A ili dogadaj B jednaka je zbiru verovatnoca
individualnih dogadaja umanjenom za verovatnocu zajednickog deSavanja oba
dogadaja:

P(4 U B)=P(4) +P(B) - P(4 ) B).

Uocimo da pri razmatranju verovatnoce unije dva dogadaja logicko “ili” ukljucuje i
mogucénost da se dese oba dogadaja istovremeno §to je nesto drugacije od
svakodnevne upotrebe ovog termina gde se uobicajeno podrazumeva da se deSava
samo jedan od dva dogadaja ali ne i oba istovremeno. Budu¢i da se pri racunanju
zbira verovatnoc¢a P(4) i P(B) verovatnoca istovremenog desavanja oba dogadaja
ukljucuje dva puta /i u P(4) i u P(B)/, potrebno je od tog zbira oduzeti P(4 1 B).
Ako su dogadaji medusobno iskljucivi, tj. ako se ne mogu desiti oba istovremeno
(tacnije ako je presek dva dogadaja nemogu¢ dogadaj) teorema dobija slede¢i oblik:

P(4 U B) =P(4) + P(B)
Naime, u tom sluéaju je P(A (] B) jednako nuli, buduéi da je verovatno¢a nemoguceg
dogadaja jednaka nuli.
Uopstenje ovog oblika aditivne teoreme na veci broj medusobno iskljucivih dogadaja
dat je pri aksiomatskom definisanju verovatnoc¢e u obliku aksioma prebrojive
aditivnosti:

k
P(AIUAZU...UAk):ZAZ.

Dakle, verovatnoca unije uzajamno iskljucivih dogadaja jednaka je zbiru
pojedinacnih verovatnoca ovih dogadaja.

Multiplikativna teorema

Prema ovoj teoremi verovatnoca zajednickog deSavanja dva dogadaja (4 i B) jednaka
je proizvodu verovatnoce dogadaja 4 i uslovne verovatno¢e dogadaja B (ili proizvodu
verovatnoce dogadaja B i uslovne verovatnoce dogadaja A):

¥ Formalni dokaz ove teoreme, kao i aditivne i multiplikativne teoreme zainteresovani ¢italac moze
pogledati u Hogg & Craig, 1978, str. 13—14.



P(4 N B) = P(4)P(B|A) = P(B)P(4|B).
Ako su dogadaji 4 i B statisticki nezavisni teorema dobija sledeci oblik:
P(4 N B) =P(A)P(B)

jer je u tom slucaju uslovna verovatnoc¢a P(B|4) jednaka P(B) a uslovna verovatnoc¢a
P(4|B) jednaka P(4). Dakle, verovatnoca zajedni¢kog deSavanja dva nezavisna
dogadaja jednaka je proizvodu verovatnoca svakog od dva dogadaja.

________________________________________________________________________________________________________________

Teorema o zajednickoj verovatnodi dva statisticki nezavisna dogadaja moze se
generalizovati na k ovakvih dogadaja. Ako su 4, A»,...,Ax uzajamno statisticki
nezavisni dogadaji tada je njihova zajednicka verovatnoca (verovatnoca njihovog
zajednikog deSavanja), u oznaci P(4; (1 42 ... 4x), jednaka proizvodu
pojedinacnih verovatnoca tih dogadaja:

P(4N4N...N4)=]]4

U statistici se ova generalizacija koristi pri konstrukciji tzv. funkcije verodostojnosti
(engl. likelihood function).

. Uzajamnu statisticku nezavisnost k dogadaja (pri ¢emu je k > 2) treba razlikovati od

 statisticke nezavisnosti ovih k dogadaja po parovima. Naime, kada imamo vise od dva :

dogadaja oni mogu biti nezavisni po parovima ali ne moraju biti uzajamno statisticki

: nezavisni. Ilustrova¢emo to na vrlo jednostavnom primeru (prema Mukhopadhyay,

1 2000, str. 11). Ako razmatramo bacanje pravilnog novci¢a dva puta tada skup svih

: mogucih ishoda predstavlja skup S, S = {GG, GP, PG, PP}. Defini§imo sledeca tri

i dogadaja:

\ 4) —pala je ,,glava“ u prvom bacanju, tj. {GG, GP};

: A2 —pala je ,,glava“ u drugom bacanju, tj. {GG, PG};

i Az — isti ishod je u oba bacanja, tj. {GG, PP}.

Budu¢i da svaki od ova tri dogadaja obuhvata po 2 od ukupno 4 mogucéa ishoda,

. verovatnoca svakog od njih je 2/4, tj. 1/2. Dogadaji 4, 1 A su statistCki nezavisni jer

i je P(41 1 42) = P(GG) = 1/4 = P(41) * P(4>). Takode, dogadaji 4; i 43 su statisticki

. nezavisni jer je P(4; (1 43) = P(GG) = 1/4 = P(4,) * P(43). Na kraju, dogadaji 4y i4;

 su statisticki nezavisni jer je P(4, 1 43) = P(GG) = 1/4 = P(4,) * P(43). Ali, P(4, N 4, '

i N 43) =P (GG) = 1/4 §to nije jednako P(4;) * P(4,) * P(43), buduci da je potonja '

i verovatnoca jednaka 1/8. Dakle, iako su statisticki nezavisni po parovima, dogadaji

A1, A2 1 A3 nisu uzajamno statisti¢ki nezavisni.
Treba uociti i razliku izmedu uzajamno iskljucivih dogadaja i statisticki nezavisnih
dogadaja: uzajamno isklju¢ivi dogadaji nisu statisticki nezavisni jer deSavanje jednog
od uzajamno isklju¢ivih dogadaja menja verovatnocu drugog dogadaja, tj. svodi
verovatnocu drugog dogadaja na nulu. Naime, tada je uslovna verovatno¢a ovog
drugog dogadaja ako znamo da se desio prvi dogadaj jednaka 0.



Teorema o komplementu, aditivna i multiplikativna teorema veoma su korisne kao
osnova za racunanje verovatnoca u mnogim primenama teorije verovatnoce, pa i u
statistici.

Bajes-Laplasova teorema

Bajes-Laplasova teorema zapravo je samo na drugaciji nain iskazana uslovna
verovatnoca dogadaja B pod uslovom deSavanja dogadaja A. Na osnovu
multiplikativne teoreme uslovnu verovatnocu dogadaja B pod uslovom deSavanja
dogadaja 4 mozemo iskazati na nesSto drugaciji naCin od onoga koji smo dali u
formuli P(B|4) = P(4 N B) / P(4). Budu¢i da je po multiplikativnom pravilu P(4 ) B)
= P(B)P(4|B), zamenom izraza P(4 () B) u formuli za uslovnu verovatno¢u sa
P(B)P(4|B) dobijamo:

P(B)P(4|B)

P(B|4) )
Na taj nain dobijamo tzv. Bajes-Laplasovu teoremu ili pravilo koje je navodno
formulisao engleski svestenik Tomas Bajes (Thomas Bayes) u 18. veku.’ Na osnovu
ovog pravila moze se jasno uociti da, u opStem slucaju, P(B|4) # P(4|B). Naravno, u
nekim posebnim situacijama ove dve verovatnofe mogu biti jednake. Na primer,
jednakost ovih verovatnoca dobija se onda kada su verovatnoce dogadaja 4 i B
jednake, tj. kada je P(4) = P(B). Bajesovo pravilo je veoma vazno u primeni statistike,
a predstavljalo je osnovu za razvoj jednog pristupa u statistici, tzv. Bajesovskog
pristupa.

Verovatnoc¢u dogadaja 4 u imeniocu Bajesovog pravila mozemo iskazati na drugaciji
nacin. Polazimo od toga da je unija svakog dogadaja i njegovoog komplementa,
prema definiciji komplementa, jednaka dogadaju koji obuhvata sve moguc¢e ishode
(S), tj. izvesnom dogadaju. Dakle, B U B = S. Iskazimo sada dogadaj A preko preseka
tog dogadaja sa skupom svih mogu¢ih ishoda: 4 = 4 (1 S. Odatle, zamenom S sa B U
B¢, dobija se daje 4 = AN (B U B°), §to je isto kao (4N B)U (4N B)."?

Ovo se vrlo lako moze razumeti ako napravimo vizuelni prikaz nalik tzv. Venovom
dijagramu.

B B

° Budu¢i da je izvorni engleski izgovor ovog prezimena ,,Bejz“, u statistickoj literaturi na nasem jeziku
moze se naici i na prideve ,,Bejzov®, ,,bejzijanski“. Mi smo u ovom tekstu odlucili da zadrzimo oblike
»Bajes®, ,,Bajesov i ,,bajesovski“ jer se u matematickim knjigama na nasem jeziku uobicajeno srecu
ovi oblici. Na kraju krajeva, pravilna transkripcija ovog imena mozda i nije tako bitna bududi da je
jedan od najpoznatijih istoricara statistike Stefen Stigler doveo u ozbiljnu sumnju Bajesovo autorstvo
nad pomenutom teoremom, pripisuju¢i moguce autorstvo genijalnom slepom matematicaru iz tog
vremena N. Saundersonu (cf. Stigler, 1983).

1% Sve jednakosti u ovom delu slede na osnovu osnovnih pravila algebre skupova koja su data u okviru
odrednice Osnovni pojmovi teorije skupova u Matematickom pojmovniku u Dodatku **.



Iz dijagrama vidimo da je celokupni ¢etvorougao izvestan dogadaj S, dok su dogadaji
B (Cetvorougao levo od vertikalne linije) i B® (¢etvorougao desno od vertikalne linije)
uzajamno iskljucivi (Cetvorouglovi se nimalo ne preklapaju) i Cine zajedno S.
Dogadaj A predstavlja krug cija povrSina je ocigledno sastavljena iz dva
nepreklapajuca dela: deo kruga sa leve strane vertikalne linije je presek dogadaja 4 i
dogadaja B, a povrsina kruga sa desne strane je presek dogadaja 4 i dogadaja B°.
Prema tome, P(4) = P((4 (1 B) U (4 N B“)) . Budu¢i da su dogadaji (4 (1 B) i (4 B)
uzajamno iskljucivi jer su B i B uzajamno iskljucivi po definiciji komplementa, na
osnovu oblika aditivne teoreme za uzajamno iskljuCive dogadaje sledi da je P(4) =
P(A N B) +P(4 ) B).

Na osnovu multiplikativne teoreme sledi da je P(4 (| B) = P(B) P(4|B), a P(4 () B°) =
P(B) P(4| B“). Zamenom P(4 [ B) sa P(B) P(4|B) a P(4  B) sa P(B°) P(4]| B) u
izrazu P(4) = P(4 (1 B) + P(4 () B°) dobijamo P(4) = P(B) P(4|B) + P(B) P(4| B").
Na kraju zamenom P(4) u imeniocu Bajesovog pravila sa P(B) P(4|B) + P(B“) P(4| BY)
dobijamo drugaciji oblik ovog pravila koji se mnogo ceSce koristi u prakticnim
primenama:

P(B)P(4|B)

P(B)P(A|B) +P(B)P(4|B°)

Bajesovo pravilo moze, na primer, posluziti za odredivanje verovatnoce da osoba ima
odredenu bolest (B) ako ima odredeni simptom (4) u situaciji kada su poznate
apriorna verovatnoca oboljevanja od te bolesti, P(B), i uslovna verovatnoca da osoba
ima odredeni simptom ako ima neku bolest B, tj. P(4| B).

Na primer, ako je prevalencija oboljevanja od odredene bolesti (dogadaj B) u nekoj
populaciji 0.2, tada je P(B) = 0.2 a P(B“) = 0.8 . Ako 90% osoba za koje znamo da su
obolele od te bolesti ima odredeni simptom 1 ako se taj simptom javlja kod 5% osoba
iako znamo da nisu obolele od te bolesti, tada je P(4 |IB)y=09 a P(4| B) = 0.05. U
tom slucaju, verovatnoca da osoba koja ima dati simptom jeste obolela od te bolesti

moze se izracunati na sledeci naéin:
0.2*0.9

=0.
0.2*%0.9+0.8*%0.05

P(B|4) =

Uslovnu verovatno¢u da osoba ima odredenu bolest ako ima odredeni simptom
mozemo odrediti jednostavnim deljenjem broja obolelih sa odredenim simptomom i
ukupnog broja osoba sa datim simptomom. Na primer, ako je u populaciji za koju
primenjujemo dati primer 10 000 osoba, tada je:
- broj obolelih 0.2*10 000, tj. 2000;
- broj onih koji nisu oboleli 0.8 * 10 000, tj. 8 000;
- broj obolelih osoba koje imaju odredeni simptom jednak je 0.9%2000, tj.
1800;
- broj osoba koje nisu obolele a imaju dati simptom jednak je 0.05*8000, t;.
400.
- ukupan broj osoba sa tim simptomom jednak je 1800 + 400, tj. 2200.



Prema tome, verovatnoca da je osoba obolela od date bolesti ako ima odredeni
simptom jednaka je 1800/2200, tj. 0.82.

Na taj nacin, alternativni izraz Bajesove teoreme, iskazan kao kolicnik
frekvencija, imao bi slede¢i oblik:
f (BN A)

f(4)

Dakle, verovatnoca dogadaja B pod uslovom da se desio dogadaj 4, jednaka je
koli¢niku frekvencije zajednickog desavanja ova dva dogadaja i frekvencije dogadaja
A, tj. dogadaja koji predstavlja uslov.

P(B|4) =

: Bajesovo pravilo mozemo uopstiti tako $to dogadaj 4 u imeniocu pocetnog oblika :
Bajesovog pravila iskazemo preko preseka ovog dogadaja sa unijom konac¢nog broja
dogadaja, pri ¢emu je unija ovih dogadaja jednaka dogadaju koji obuhvata sve ishode
i iz skupa svih mogucih ishoda S. Na taj nacin dobijamo najopstiji oblik Bajesovog
| pravila:

Ako su 4 i By, By, ..., By dogadaji u skupu svih mogucih ishoda S, pri ¢emu je unija
svih dogadaja B; jednaka S, svi dogadaji B; imaju nenultu verovatnocu, i dogadaji B;
su medusobno iskljucivi, dakle:

a) OBi =S ;
i=1

b) (Vi),P(B) >0;
¢) BiNB=,zai#}j,

tada je
P(Bj|A): P(B,)P(AB)) ‘

n

Z P(B,)P(4B,)

Izraz u imeniocu ovog pravila predstavlja tzv. formulu potpune verovatnoce.
i Formulom potpune verovatno¢e mozemo verovatnocu dogadaja A iskazati preko zbira :
| verovatnoca preseka dogadaja 4 i svakog od n uzajamno iskljucivih dogadaja B, pri !
. Cemu su dogadaji B; odabrani tako da je njihova unija jednaka skupu svih mogucih !
i ishoda. |

Sanse i verovatnoca

U vezi sa izvesnoscu, odnosno verovatno¢om desavanja nekog dogadaja Cesto se (i u
svakodnevnom zivotu a i u nau¢nim publikacijama) govori o Sansama ili izgledima za
desavanje nekog dogadaja.

Sanse (engl. Odds) ili izgledi dogadaja 4, u oznaci O(4), predstavljaju koli¢nik
verovatnoée da se dogadaj 4 desi i verovatnoée da se taj dogadaj ne desi:''

" Ponekad se termin Sansa dogadaja (pogotovu termin “chance” u engleskom jeziku) koristi za
iskazivanje verovatno¢e dogadaja u obliku procenta. Tako se verovatno¢a dogadaja A jednaka 3/4
ponekad iskazuje u obliku Sanse tog dogadaja od 75% (cf. Fulton, Mendez, Bastian, & Musal, 2012).
Zbog toga je mozda bolje bilo engleski termin “odds” prevesti kao “izgledi”. Mi ¢emo, ipak, kao



P(4)

D=1

Za razliku od verovatnoée, Sanse se krecu u intervalu od 0 do + o. Ukoliko je
verovatnoca deSavanja nekog dogadaja jednaka 0.5, Sanse tog dogadaja jednake su
jedinici.

Iz obrasca ** jasno je da na osnovu poznatih Sansi dogadaja 4 mozemo jednostavno
izraCunati verovatnocu tog dogadaja:

P(4)=

0(4)
1+0(4)

Tako, na primer, ako su Sanse dogadaja 4 jednake 4 tada je verovatnoca tog dogadaja
jednaka 0.8.

[ustrujmo razliku izmedu verovatnoce i Sansi na jednom vrlo jednostavnom primeru:
verovatnoc¢a da u jednom bacanju pravilne kocke padne ,,dvojka“ jednaka je 1/6 (broj
,»povoljnih ishoda/ukupan broj mogucih ishoda) ali su Sanse da padne ,,dvojka* jednake
1/5 (broj ,,povoljnih* ishoda/broj ,,nepovoljnih® ishoda, pri ¢emu je zbir broja
»povoljnih* ishoda i broja ,,nepovoljnih“ ishoda jednak ukupnom broju moguc¢ih ishoda).
Znacenje numerickih vrednosti $ansi veéih od jedinice najbolje ¢e se razumeti ako se o
Sansama razmislja na nacin koji sledi iz njihove definicije: Sanse za neki dogadaj vece od
1 pokazuju koliko puta je veca verovatnoca da se dogadaj desi od verovatnoce da se
dogadaj ne desi. Na primer, ako su Sanse za neki dogadaj jednake 9 onda je verovatnoca
da se dogadaj desi 0.9, a verovatnoca da se taj dogadaj ne desi 0.1. Ako su, pak Sanse, za
neki dogadaj jednake 99 tada je verovatnoca tog dogadaja 0.99. Uocimo, isto tako, da su
Sanse za dogadaj Cija je verovatnoca manja od 0.5 manje od 1, a ukoliko je verovatnoca
dogadaja blizu nuli tada su i Sanse za dogadaj blizu nuli prakti¢no jednake verovatnoci.
/Dodatna pojaSnjenja i zanimljivi primeri brkanja termina ,Sanse” (engl. odds) i
,verovatnoca“ (engl. probability) mogu se na¢i u Fulton et al., 2012/.

Uslovne Sanse (dogadaja 4 pod uslovom deSavanja B) definiSemo na isti nacin
kao 1 Sanse, s tom razlikom $to sada koristimo uslovne verovatnoce:
P(4B
O( A| B)= L
1-P(4B)

U primeru iz Tabele ** Sanse dogadaja ,,plasiti se pauka“ jednake su:

430000 _ 0.75
570000

a (uslovne) Sanse dogadaja ,,plasiti se pauka pod uslovom da je re¢ o muSkarcima iz
date populacije jednake su

prevod termina “odds” koristiti termin “Sanse” jer je takav prevod ve¢ ustaljen u metodoloskim
udzbenicima na nasem jeziku (cf. Todorovié¢, 2008) a i zvudi nam viSe “statisticki” od termina
“izgledi”. Kako bismo izbegli eventualne nesporazume termin “Sanse” u znacenju koje je ovde
definisano koristicemo isklju¢ivo u obliku mnozine.



80000

490000 _ 80000 _ .

410000 410000

490000
Sanse su veoma vazan pojam za razumevanje mnogih statisti¢kih postupaka, a u ovoj
knjizi Sanse ¢emo Kkoristiti pri prikazivanju postupaka za ispitivanje veza izmedu
kategorickih varijabli (Glava **).

lll. 3. Slu€ajna varijabla

Kao §to smo ve¢ pomenuli, izvodenje nekog posmatranja u empirijskom
istrazivanju moZze se sa stanoviSta teorije verovatno¢e posmatrati kao izvodenje
slu¢ajnog eksperimenta jer rezultat, ishod opservacije, nije unapred poznat. Ukoliko
se, na primer, zadaje neki merni instrument za ispitivanje agresivnosti svaki slozaj
odgovora na pitanja iz instrumenta se moze posmatrati kao odredeni ishod u skupu
svih mogucih ishoda slucajnog eksperimenta "zadavanje skale agresivnosti slucajno
izabranom pojedincu". Svakom slozaju odgovora se prema pravilima pridruzuje
odredeni skor (ili mera) koji predstavlja vrednost na nekoj varijabli. Pravilo za
dodeljivanje odredenog skora odredenom sloZaju odgovora na stavkama skale je
slu¢ajna varijabla, a proces zadavanja skale i primene ovog pravila je posmatranje
vrednosti slucajne varijable (Stilson, 1966, str.122). Pravilo (funkcija) koje dodeljuje
jednu vrednost (realni broj) svakom ishodu iz skupa mogucih ishoda predstavlja
slucajnu varijablu koja je definisana na skupu svih mogucih ishoda, tj. na skupu S.
Dakle, slucajna varijabla (ili slu¢ajna promenljiva, engl. random variable) bi prema
ovom odredenju bila funkcija koja svakom ishodu iz skupa S dodeljuje jednu (i samo
jednu) broj¢anu vrednost:

X

Skup svih mogucih ishoda §

Na ovom crtezu X predstavlja sluéajnu varijablu, a x je vrednost slucajne varijable
koja odgovara odredenom ishodu iz skupa mogucih ishoda..

Slucajna varijabla se moze definisati i kao numericka funkcija koja svakom ishodu
statistickog eksperimenta pridruzuje jedan realan broj. Jedna vrednost slucajne
varijable moze biti povezana sa vise elementarnih ishoda eksperimenta ali svakom
elementarnom ishodu odgovara samo jedna vrednost slu¢ajne varijable.

Na primer, broj ,, pisama “ u dva bacanja novcica je slucajna varijabla koja moze uzeti
vrednosti 0, 1 i1 2. Naime, moguc¢i ishodi u dva bacanja novci¢a su: GG (oba puta je
pala ,,glava®), PG (u prvom pokusaju je palo ,,pismo‘“a u drugom ,,glava®), GP (u
prvom pokusaju je pala ,,glava“ a u drugom ,,pismo*) i PP (oba puta je palo ,,pismo*).
Vrednost slucajne varijable koja iznosi 0 pridruzujemo ishodu GG, vrednost koja
iznosi 1 pridruzujemo ishodima PG i GP, a vrednost 2 pridruzujemo ishodu PP.
Uocimo da je vrednost 1 date slucajne varijable povezana sa dva elementarna ishoda



ali da svakom od tih ishoda odgovara samo jedna vrednost (vrednost 1) od mogucih
vrednosti slucajne varijable.

Nas poznati statistiCar B. Ivanovi¢ slucajnu varijablu definiSe kao varijablu X koja na
slu¢aj moze uzimati jednu od svojih moguc¢ih vrednosti x;, X,..,X, sa odgovarajuc¢im
verovatno¢ama pi,pa,..,pn tako da je zbir svih verovatnoca od p; do p, jednak 1. Dakle,
kada se saberu verovatnoce za sve moguce vrednosti slu¢ajne varijable taj zbir mora
biti jednak jedinici (Ivanovi¢, 1966). Za potrebe ovog teksta Ivanovi¢evo odredenje
nam deluje sasvim prihvatljivo.

Na osnovu istog slucajnog eksperimenta moguce je definisati vise razli¢itih sluc¢ajnih
varijabli. Na primer, u eksperimentu sa bacanjem novcic¢a dva puta slucajne varijable
mogu biti broj pisama u dva bacanja novcica ali i broj ,,glava“ u dva bacanja
novci¢a. Buduéi da su u bacanju nov¢ica dva puta moguci ishodi PP, PG, GP i GG
slu¢ajna varijabla broj pisama u dva bacanja novcica ¢e za ishod GG uzeti vrednost 0,
za ishode PG i GP vrednost 1, a za ishod PP vrednost 2. S druge strane, slucajna
varijabla broj , glava‘“u dva bacanja novcica ¢e za ishod PP uzeti vrednost 0, za
ishode PG 1 GP vrednost 1, a za ishod GG vrednost 2. Dakle, istim ishodima
slu¢ajnog eksperimenta zavisno od toga kako je odredena slucajna varijabla mogu se
pridruziti razli¢ite broj¢ane vrednosti. Medutim, za jednu istu slucajnu varijablu
jednom ishodu slucajnog eksperimenta moze se pridruziti samo jedna brojcana
vrednost.

Vazno je u ovom trenutku uociti da je pojam slucajne varijable matematicki
pojam, tj. da je rec o apstraktnom matematickom entitetu sa odredenim svojstvima
koja su matematicki definisana. Dakle, pojam slucajne varijable spada u pojmove tzv.
teorijskog sveta. Razumevanje pojma slucajne varijable veoma je vazno jer primena
tog pojma iz ,,teorijskog sveta“ na stvarni, realni svet stoji u osnovi statistickog
zakljucivanja. Tokom daljeg izlaganja (a posebno u Glavi 7) vide¢emo u kakvoj je
vezi taj pojam sa primenom statistike u analizi podataka dobijenih posmatranjem ili
merenjem varijabli na uzorcima entiteta (jedinica posmatranja). I kakva je konkretna
korist od tog pojma u razumevanju primene statistike.

Diskretne i kontinuirane slucajne varijable
Slucajne varijable mogu biti diskretne (diskontinuirane) i kontinuirane.

Diskretne slucajne varijable mogu uzeti bilo konac¢an bilo prebrojivo beskonacan broj
vrednosti.'”” Na primer, diskretna slu¢ajna varijabla moze biti broj ,glava“ u 5
bacanja novcica ili broj dece u porodici ili broj gresaka u eksperimentu. Ocigledno
sve ove varijable iz primera mogu uzeti prebrojiv broj vrednosti. Mada je u
navedenim primerima broj mogucih vrednosti ne samo prebrojiv, nego i konacan,
teorijski je moguce da diskretna slucajna varijabla ima i beskonacan broj vrednosti.

Kontinuirane slucajne varijable mogu teorijski uzeti neprebrojivo beskonacan broj
vrednosti. Naime, izmedu bilo koje dve vrednosti takve varijable je neodredeno veliki
broj vrednosti."* Primeri takvih varijabli su inteligencija; visina; autoritarnost; brzina

12 Prebrojivo beskonagan zna&i da se skup moguéih vrednosti varijable moze postaviti u odnos 1:1 sa
pozitivnim celim brojevima tako da je svaki ¢lan skupa mogucih vrednosti povezan sa jednim i samo sa
jednim pozitivnim celim brojem.

'3 Neprebrojivo beskona¢an skup moguéih vrednosti varijable je skup iji su elementi tako “gusti” da
primena pozitivnih brojeva ne moze da ih iscrpe.



reagovanja. Bitno je uociti da mi ove varijable tretiramo kao teorijski kontinuirane
bez obzira na to $to su konkretne mere dobijene u empirijskim istrazivanjima na
takvim varijablama diskretne i realno (iz tehnickih razloga) ne mogu predstavljati
kontinuum.

Distinkcija izmedu diskretnih i kontinuiranih slucajnih varijabli bitna je pre svega
matematicki: matematicki tretman varijabli i teorijski modeli koje primenjujemo
opisujuci ,,ponasanje“ ovih varijabli zavise od toga da li je re¢ o diskretnoj ili
kontinuiranoj varijabli. ,,PonaSanje” diskretnih slucajnih varijabli opisujemo
distribucijama verovatno¢a, a ,ponaSanje kontinuiranih slucajnih varijabli
funkcijama gustine.

Distribucije verovatnoce, funkcije gustine i funkcije distribucije
slucajnih varijabli

Distribucija verovatnoce diskretne slu¢ajne varijable

,Ponasanje“ diskretne slucajne varijable se u teoriji verovatnoce opisuje skupom
parova pri ¢emu svaki par ¢ine odredena moguca vrednost sluc¢ajne varijable i toj
vrednosti pridruZzena verovatnoca da varijabla uzme datu vrednost:

X (moguce | P (verovatnoce)
vrednosti)
X =x P(X = X1)
X=X P(X = Xz)
X =Xy P(X = Xn)

Uocimo iz Tabele ** da svakoj mogucoj vrednosti slucajne varijable odgovara
odredena verovatnoca pri ¢emu je zbir verovatnoca za sve vrednosti slucajne varijable
jednak 1, $to je nuzno po definiciji.

Na primer, tabelarni prikaz distribucije verovatnoce za slucajnu varijablu broj
"pisama" u dva bacanja novcica izgledao bi ovako:

>

P
0 1/4 (0.25)
1 1/2 (0.50)
2 1/4 (0.25)

X
X
X

Umesto termina distribucija verovatnoce cCesto se koristi termin funkcija mase
verovatno¢e (engl. probability mass function) ili funkcija verovatnoce (engl.
probability function).

Funkcija distribucije za diskretnu slu¢ajnu varijablu




Funkcija distribucije ili kumulativna funkcija distribucije (u daljem tekstu CDF,
prema engleskom Cumulative distribution function) za diskretnu slucajnu varijablu, u
oznaci F(x), daje verovatnoc¢u da slucajna varijabla X uzme vrednost manju od neke
odredene vrednosti x ili jednaku toj vrednosti:

F(x)=P(X<x)= Dp,
Pri tome, p; je verovatnoca vrednosti X;, a indeks 7 ispod sumacionog operatora odnosi
se na sve vrednosti X; koje su manje od x. Dakle, vrednost funkcije distribucije za
dato x kod diskretnih slucajnih varijabli predstavlja zbir verovatnoca svih vrednosti
manjih od x i verovatnoce vrednosti x.

Tabelarni prikaz CDF za broj "pisama" u dva bacanja novcica izgledao bi ovako:

X<0 0.25
X<1 0.75
X<2 1

Uocimo da se verovatno¢a u CDF za vrednost varijable jednaku 1 dobija sabiranjem
verovatnoca za tu vrednost i verovatnoc¢a za sve manje vrednosti:

0.25+0.50=0.75

Po istom principu, verovatnoc¢a u CDF za vrednost varijable jednaku 2 (Sto je najveca
moguca vrednost varijable iz ovog primera) jednaka je 1, tj. 0.25 + 0.50 + 0.25.

Za graficki prikaz distribucije verovatnoca diskretne sluc¢ajne varijable iz ovog
primera moze se upotrebiti tzv. Stapicasti dijagram verovatnoc¢a. Taj dijagram bi
izgledao ovako:

**Stapici

Uocimo da se na ,,apscisi dijagrama (Sto i nije prava apscisa jer su vrednosti varijable
diskontinuirane) nalaze moguce vrednosti sluc¢ajne varijable a na ordinati verovatnoce
za svaku od tih vrednosti. Dakle, visina Stapic¢a dignutog iz date tacke na ,,apscisi®
Stapicastog dijagrama odgovara verovatno¢i da slu¢ajna varijabla uzme vrednost koja
odgovara datoj tacki.

Graficki prikaz funkcije distribucije (CDF) za varijablu iz primera izgledao bi ovako:
**grafik

Dakle, na ordinati su i u ovom prikazu verovatnoce ali sada tzv. kumulativne
verovatnoce. Kada iz odredene tacke na ,,apscisi® povucemo liniju paralelno sa
ordinatom do ,,susreta® sa grafikom funkcije distribucije, pa potom paralelu sa
»apscisom®, vrednost koju tako nalazimo na ordinati odgovara verovatnoc¢i da
varijabla uzme vrednost manju od date vrednosti ili vrednost jednaku datoj vrednosti.
Uocimo da je funkcija distribucije za diskretnu slu¢ajnu varijablu ,,stepenicasta®, tj.
diskontinuirana funkcija.

Funkcija gustine verovatnocée kontinuirane slu¢ajne varijable




Za kontinuiranu slucajnu varijablu umesto o verovatnoc¢i da varijabla uzme odredenu
vrednost (ova je verovatnota matematicki u stvari jednaka nuli!)'* govorimo o
verovatnoci da slucajna varijabla uzme neku vrednost u datom intervalu od donje do
gornje granice datog intervala. Umesto o verovatno¢i da varijabla uzme neku
odredenu vrednost x govorimo o gustini verovatno¢e varijable X na X /u oznaci

Ax)P

Matematicki gustina verovatnoce se definise na sledeéi nacin: ako je X kontinuirana.
sluc¢ajna varijabla i ako je f(x) funkcija od X tako da za bilo koje dve vrednosti X, aib
(tako daje a <b)

b k
P@<X<b)=[f(x)dx= lim 2 fix)h
a k 0 i=1

: f(x) je funkcija gustine verovatnoce za X (prema Winkler & Hays, 1975).1¢ ;
Graficki prikaz funkcije gustine za kontinuirane slucajne varijable sastoji se

zapravo iz ucrtavanja odgovarajuce neprekidne linije koja je definisana funkcijom

gustine za datu varijablu. Apscisa tog grafika je realna osa u matematickom smislu, a

na ordinati su gustine, a ne verovatnoce!.

Na primer, grafik funkcije gustine za jednu kontinuiranu slu¢ajnu varijablu moze

izgledati ovako:

Grafik **

Verovatnoca da kontinuirana slucajna varijabla uzme neku vrednost u
intervalu od a do b dobija se ratunanjem povrsine koja nastaje kada se iz tacaka koje
predstavljaju granice intervala (tacke a i b na grafiku) povuku paralele sa ordinatom
do funkcije gustine.'” U matematici se ove povriine raunaju odredenim integralom.

Veoma je vazno zapamtiti da celokupna povrsina pod grafikom funkcije
gustine odgovara verovatnodi da slucajna varijabla uzme bilo koju vrednost u
intervalu od najmanje mogude do najveée mogudée vrednosti, sto je po definiciji
slucajne varijable jednako 1.

' Citaocima koji poznaju integralni racun ovo ¢e biti jasno ako uzmu u obzir da se verovatnoca kod
kontinuiranih varijabli racuna preko integrala: buduc¢i da su u tom slucaju gornja i donja granica
integrala jednake odredeni integral je jednak nuli.

'S Gustina verovatnoce je verovatnoéa da slu¢ajna varijabla uzme vrednost u intervalu od granica a do
b:P(a<X<b)=P(X<b)-P (X<a). Ako veli¢inu intervala b - a ozna¢imo sa Ax tada je b =a + Ax.
Pa<X<b) P(X<a+Ax)-P(X<a) Ako a

Ax Ax
fiksiramo dok Ax varira i recimo priblizava se 0, tada se ceo koli¢nik menja i priblizava odredenoj
grani¢noj vrednosti kako Ax ide blize 0. Ova granica daje gustinu verovatnoce varijable X na vrednosti
a. Grubo receno, gustina verovatnoce na a za najmanju promenu veli¢ine intervala daje brzinu promene
verovatnoce intervala sa gornjom granicom a (prema Winkler & Hays, 1975, str.129).
' Izraz f{x) dx je povrsina pravougaonika &ija je visina f(x) a osnovica razmak h = (x - dx/2, x + dx/2).
'7 Ovu verovatnoéu mozemo napisati na dva na¢ina: P(a < X < b) ili P(a < X <b) jer su ta dva izraza
jednaka posto je verovatnoca da varijabla uzme odredenu vrednost kod kontinuiranih varijabli jednaka
nuli.

Verovatnoc¢a intervala u odnosu na Ax je:



Funkcija distribucije ili kumulativna funkcija gustine za kontinuiranu slué¢ajnu
varijablu

Funkcija distribucije ili kumulativna funkcija gustine (u daljem tekstu CDF, prema
engleskom Cumuative density function)'® za dato x daje verovatno¢u da slu¢ajna
varijabla X uzme neku vrednost u intervalu od najmanje moguée vrednosti (Xmin) do
date vrednosti x.

Matematicki CDF se definiSe na slede¢i nacin:

Ako je f(x) funkcija gustine verovatnoce kontinuirane slucajne varijable, kumulativna
funkcija gustine, u oznaci F(x,),

F(x,)=P(X<x,)= ff(x) dx za svako x,

i daje verovatnoc¢u da na slucaj uzeta vrednost varijable padne izmedu -oc (ili Xpin) 1 X, !

. (prema Winkler & Hays, 1975).

Graficki prikaz funkcije distribucije slucajne varijable ¢iju funkciju gustine smo
prikazali na Grafiku ** dat je na Grafiku **

Kao $to se iz Grafika ** moze uoditi, na ordinati grafi¢kog prikaza funkcije
distribucije su verovatnoce, bas kao i kod diskretnih varijabli. Prema tome,
verovatnoca da kontinuirana slucajna varijabla uzme neku vrednost u intervalu od
najnize moguce vrednosti do date vrednosti x oCitava se na isti nacin kao kod
diskretnih varijabli: iz tacke na apscisi koja odgovara datoj vrednosti x povu¢emo
liniju paralelno sa ordinatom do preseka sa grafikom funkcije distribucije pa potom
paralelu sa apscisom do ordinate. Vrednost koju tako nalazimo na ordinati odgovara
trazenoj verovatnoci.

Uocimo da je funkcija distribucije za kontinuiranu slu¢ajnu varijablu kontinuirana
funkcija. Razlika izmedu funkcija distribucija za diskretnu i kontinuiranu sluc¢ajnu
varijablu u pogledu kontinuiranosti ¢esto se sluzi za definisanje ova dva tipa slucajnih
varijabli:slucajna varijabla je diskretna ako je njena funkcija distribucije stepenicasta
a kontinuirana ako je njena funkcija distribucije kontinuirana funkcija.

Kvantil

Kvantil p (ili ,.kvantil reda p*‘) za kontinuiranu slu¢ajnu varijablu X, u oznaci qp,
predstavlja najmanju vrednost slucajne varijable za koju vazi

F(qp) =P(X<qp)=p
pri cemu je p verovatnoca, tj. neki broj od 0 do 1, a F(-) funkcija distribucije slucajne
varijable X.
Dakle, kvantil p je najmanja vrednost sluc¢ajne varijable za koju vazi sledece:
verovatnoca da slucajna varijabla uzme neku vrednost manju ili jednaku kvantilu p
jednaka je p. Na primer, kvantil 0.5 (Cita se kao ,,kvantil nula pet”) je ona vrednost

'8 Istu skra¢enicu CDF za funkciju distribucije namerno koristimo u ovom tekstu i za diskretne i za
kontinuirane slu¢ajne varijable bez obzira na to $to su engleski nazivi ovih funkcija razli¢iti. To ¢inimo
zato §to se se u mnogim statistickim paketima funkcije za racunanje vrednosti funkcije distribucije
oznacavaju ovom skraéenicom za oba tipa varijabli.



slucajne varijable za koju vazi da je verovatnoca da varijabla uzme neku vrednost
manju od te vrednosti ili jednaku toj vrednosti jednaka 0.5 ili 50%. (Kvantil 0.5 inace
predstavlja vrednost koju u statistici zovemo medijana). Kvantili slucajnih varijabli su
veli¢ine koje se veoma Cesto koriste u statistickoj analizi podataka.

Ocekivana vrednost i varijansa slucajne varijable

Ocekivana vrednost slucajne varijable (engl. Expected value of the random variable)

Ocekivanje, ocekivana vrednost ili aritmeti¢ka sredina diskretne slu¢ajne varijable X,
u oznaci £(X) definiSe se na sledeci nacin:

EX)=2 x;p,

Pri tome, x; su moguce vrednosti varijable a p; su verovatnoce tih vrednosti.'” Indeks i
ispod operatora zbira oznacava da se sabiraju proizvodi vrednosti varijable i
odgovarajucih verovatnoc¢a za sve moguce vrednosti varijable.

Na primer, o¢ekivanu vrednost za slucajnu varijablu broj ,, pisama ““ u dva bacanja
novcica izracunali bismo na sledeci nacin:

E(X) = 0%0.25 + 1*0.50 + 2%0.25 = 1

Dakle, ocekivana vrednost slucajne varijable je zbir svih proizvoda mogucih
vrednosti varijable i odgovaraju¢ih verovatnoca.

i Ocekivana vrednost za kontinuirane slu¢ajne varijable definiSe se na slede¢i naéin:

E(X)= Tx f(x) dx

pri cemu je f{x) funkcija gustine slucajne varijable.

Smisao ocekivane vrednosti najlakse je ilustrovati primerima iz igara na srec¢u. Na
primer, u nekoj lutriji prodato je svih 10 000 srecki a postoje tri vrste dobitka (1 000
evra, 500 evra i 100 evra)(modifikovano prema Freund, 1966, str.90). Iznos dobitka
neke osobe predstavlja slu¢ajnu varijablu, a o¢ekivani dobitak po sre¢ki predstavlja
matematicko ocekivanje ili o¢ekivanu vrednost. Ako, dakle, raspodelimo ukupni
dobitak od 1600 evra na vlasnike 10 000 srecki to iznosi 0.16 evra po srecki.
Saobrazno definiciji datoj u **, ocekivanu vrednost bismo u ovom sluc¢aju izracunali
tako §to pomnoZzimo moguce vrednosti slucajne varijable iznos dobitka neke osobe (a
to su vrednosti 0, 100, 500 i 1000) sa odgovaraju¢im verovatnoama i potom sve
dobijene proizvode saberemo:

0*0.9997 + 100*0.0001 + 500*0.0001 + 1000*0.0001 = 0.16

Naravno, oc¢ekivana vrednost u ovakvim sluc¢ajevima ne predstavlja subjektivno
ocekivanje osobe koja kupuje srecku. Ta osoba subjektivno oc¢ekuje da dobije neku
veliku nagradu, inace ne bi kupovala srecku za ocekivani dobitak od 0.16 evra!
Vrednost 0.16 je matematicko ocekivanje koje govori o tome koliki dobitak se u

' Mada smo verovatnoéu dogadaja do sada obelezavali velikim slovom P u obrascima se radi
jednostavnosti verovatnocéa za vrednosti sluc¢ajne varijable uobi¢ajeno ozna¢ava malim slovom p.



proseku (po osobi) moze ocekivati. UoCimo istovremeno i probleme koji se mogu
javiti u koris¢enju ocekivane vrednosti: prakticno nijedan vlasnik sre¢ke nece dobiti
nista a ocekivana vrednost je ipak veca od nule jer ¢e samo tri vlasnika srecki dobiti
znatno vise od nule! Znatno bi zapravo bilo smisaonije i prirodnije da u ovom slu¢aju
oc¢ekivana vrednost bude 0 ali ona to matematicki nije. (U tome se mozda krije tajna
privlacnosti igara na srecu...).

Ocekivanom vrednosc¢u slucajne varijable u statistici se definiSe aritmeticka
sredina populacije i u tom se slucaju uobicajeno umesto oznake E(X) koristi oznaka p
(grcko slovo ,,mi%).

Varijansa slucajne varijable (engl. Variance of the random variable)

Varijansa slucajne varijable X, u oznaci V(X), predstavlja ocekivanu vrednost
kvadriranih odstupanja vrednosti varijable od ocekivane vrednosti:

V(X) = E[X- EX)]?

Uocimo, dakle, da varijansa predstavlja neku vrstu o¢ekivane vrednosti. Ona, dakle,
pokazuje koliko velika kvadrirana odstupanja vrednosti na nekoj slu¢ajno varijabli od
njihove ocekivane vrednosti mozemo u proseku ocekivati.

Ukoliko je slucajna varijabla diskretna, tada se varijansa moze definisati na osnovu
opste definicije i na slede¢i nacin:

VX) =Y.(x, ~W)’p,

Kao i u izrazu za oc¢ekivanu vrednost, x; su moguée vrednosti varijable a p; su
verovatnoce tih vrednosti. Oznakom p oznacena je ocekivana vrednost.

Dakle, varijansa diskretne slucajne varijable predstavlja zbir svih proizvoda parova,
pri cemu prvi ¢lan para predstavlja kvadrirano odstupanje date vrednosti na varijabli
od ocekivane vrednosti varijable a drugi ¢lan para Cini verovatnoca za datu vrednost
na varijabli. Uo¢imo, isto tako, da varijansa ne moZe imati negativnu vrednost
budu¢i da su verovatno¢e p; po definiciji nenegativne a kvadrat kojim se mnoze
verovatnoce ne moze biti negativan broj.

' Varijansa za kontinuirane sluc¢ajne varijable definiSe se na sledeci nacin:

VX) = [(e-p) S0 d

| pri demu je f(x) funkcija gustine slucajne varijable.

Varijansa varijable broj ,, pisama *“ u dva bacanja novciéa bila bi:
V(X) = (0-1)**0.25 + (1-1)**0.50 + (2-1)**0.25 = 0.25 + 0 + 0.25 = 0.5.

Varijansu za slucajnu varijablu iznos dobitka neke osobe izracunali bismo na slede¢i
nacin:

V(X) = (0 - 0.16)**0.9997 + (100 - 0.16)**0.0001 + (500 - 0.16)**0.0001 + (1000 -
0.16)°*0.0001 = 0.026 + 0.997 + 24.984 + 99.968 = 125.98.

Dakle, oc¢ekivano kvadrirano odstupanje vrednosti na varijabli od o¢ekivane vrednosti
varijable iznosi 125.98. Uoc¢imo da ovako velikoj vrednosti varijanse najvise



doprinose samo tri vrednosti (100, 500 i 1000) koje su znatno udaljene od ogromne
vecine preostalih vrednosti na varijabli.

U statistici se varijansa slucajne varijable koristi kao varijansa populacije i uobicajeno
oznacava oznakom o” (,,sigma kvadrat), a pozitivni kvadratni koren varijanse
populacije predstavlja standardnu devijaciju populacije, uobicajeno u oznaci G.

Parametri oblika distribucije sluc¢ajne varijable

Kao §to sam naziv ovih parametara sugeriSe, parametri oblika distribucije
(engl. shape parameters) sluc¢ajne varijable upucuju na oblik koji ova distribucija ima.
Dva kljuc¢na parametra oblika distribucije su skjunis i kurtozis.” Skjunis ukazuje na
simetricnost distribucije, a kurtozis na stepen u kojem su vrednosti slucajne varijable
nagomilane na krajevima raspodele.

Skjunis (engl. Skewness), u oznaci a3, ukoliko je slucajna varijabla diskretna,
definisan je na sledeéi nacin:

(%, _H)3
oy = ZTP/

Oznaka x; oznaCava moguée vrednosti slucajne varijable, p; su verovatnoce tih
vrednosti, a ¢ je standardna devijacija, tj. pozitivni kvadratni koren varijanse. Cifra 3

u supskriptu oznake za skjunis poti¢e od naziva sume u brojiocu (Z(x ;= u)sp ;)i ova

/
suma se u teoriji verovatnoce, zbog srodnosti sa momentima iz fizike, zove treci
centralni moment.*'

Skjunis pokazuje da 1i je distribucija slucajne varijable simetri¢na ili
asimetri¢na: ukoliko je ovaj parametar jednak nuli distribucija varijable je simetri¢na
(iako postoje odredeni izuzeci od ovog pravila, cf. Wheeler, 2011a), ako je skjunis
manji od nule distribucija je negativno asimetrina a ako je skjunis ve¢i od nule
distribucija varijable je pozitivno asimetri¢na.

Skjunis za distribuciju kontinuirane slu¢ajne varijable definiSe se na sledeci nacin:
+oo 3
(x-p)
o, = I — 3 f(X) dx
) )

pri cemu je f{x) funkcija gustine slucajne varijable.

Skjunis za distribuciju sluc¢ajne varijable broj ,, pisama “ u dva bacanja novéica
izracunali bismo na sledeéi nacin:

az=[(0 — 1)**0.25]/0.7071° + [(1 — 1)**0.5]/ 0.7071° + [(2 — 1)’*0.25]/ 0.7071° = -
0.7071 + 0 +0.7071 = 0.

2 Termin skjunis potice od engleske re&i skew 3to znaéi kos ili iskosen, dok termin kutrozis potice od
grckog kurtos (kvptoc™*) §to znaci kriv, zasvoden ili izbocen.

2! Centralni momenti, za razliku od obi¢nih momenata koji ukljutuju odstupanja vrednosti slucajne
varijable u odnosu na nulu, ukljuuju odstupanja vrednosti na varijabli u odnosu na ocekivanu
vrednost, tj. aritmeticku sredinu slucajne varijable. Na primer, drugi moment je

2 (x; —O)zp, = Zx?p, a drugi centralni moment je > (Xx; — u)zp,. Ocigledno, varijansa je zapravo
i i i

drugi centralni moment.



Dakle, distribucija ove varijable je simetricna. Na ovom primeru moze se lako uociti i
Sta znaci simetriCnost distribucije: uo¢imo da je aritmeticka sredina distribucije
jednaka 1 a da je vrednost na varijabli manja od aritmeticke sredine (vrednost 0)
podjednako udaljena od aritmetic¢ke sredine kao i vrednost na varijabli koja je ve¢a od
aritmeticke sredine (vrednost 2) te da ove jednako udaljene vrednosti imaju jednake
verovatnoce. Uopstavanjem sa ovog jednostavnog primera simetri¢na distribucija za
diskretnu slucajnu varijablu mogla bi se opisati kao distribucija u kojoj je broj
vrednosti manjih i vecih od aritmeticke sredine podjednak, a verovatnoce vrednosti
koje su podjednako udaljene od aritmeticke sredine na jednu i drugu stranu jednake.

Kurtozis (engl. Kurtosis), u oznaci a4, ukoliko je slu¢ajna varijabla diskretna,
definisan je na slede¢i nacin:

(%, _M)4
o, = ZTP/

Oznake imaju isto znacenje kao u obrascu za skjunis. Cifra 4 u supskriptu oznake za

. o . . 4 o
kurtozis potice od naziva sume u brojiocu (Z(X, —) p,): ova suma se inace zove
/

Cetvrti centralni moment.

Kurtozis pokazuje u kojoj meri distribucija slucajne varijable ima izraZene
verovatnoce za vrednosti koje su na krajevima distribucije u odnosu na verovatnoce
vrednosti u sredini distribucije: kurtozis definisan obrascem** ima vrednost 3 za tzv.
normalnu raspodelu (o kojoj ¢ée biti re¢i u nastavku teksta u ovoj glavi). Cesto se od
vrednosti ovako definisanog kurtozisa oduzima vrednost 3 kako bi se postiglo da
kurtozis za tzv. normalnu raspodelu bude jednak nuli. U tom slucaju vrednost
kurtozisa manja od nule ukazuje na to da raspodela ima manje razvucene i manje
izdignute krajeve od normalne raspodele, dok kurtozis ve¢i od nule ukazuje na
raspodelu sa razvucCenijim i(li) izdignutijim krajevima od normalne raspodele. Mi
¢emo postupak oduzimanja vrednosti 3 od vrednosti kurtozisa (tzv. ,kalibrisanje*
kurtozisa) koristiti u ovoj knjizi kada god se budemo bavili realnim podacima buduéi
da je to u skladu sa nacinom na koji program SPSS (koji se najces¢e koristi u
analizama podataka u psihologiji i srodnim oblastima) ra¢una kurtozis.

Kurtozis za distribuciju kontinuirane slucajne varijable definise se na sledeci nacin:
i +o0 4
(x-n)
o, = j S M d

! pri cemu je f{x) funkcija gustine slucajne varijable.
Kurtozis za distribuciju slucajne varijable broj ,,pisama“ u dva bacanja novciéa
izraCunali bismo na sledeci nacin:

az=[(0 = 1)*0.25])/ 0.7071* + [(1 — 1)**0.5]/ 0.7071* + [(2 — 1)**0.25]/ 0.7071* =1 +
0+1=2.

(Uocimo kako vrednost jednaka aritmetickoj sredini zapravo nimalo ne doprinosi
vrednosti kurtozisa. Dakle, $to su vrednosti varijable dalje od aritmeticke sredine, to
one viSe doprinose vrednosti kurtozisa. To je vazno uociti kako bi se razumelo
znacenje ovog parametra).



Ako oduzmemo 3 od vrednosti kurtozisa dobijamo vrednost -1. Negativna vrednost
koja se dobije kada se od kurtozisa koji je racunat po obrascu ** oduzme 3 govori o
tome da su verovatno¢e krajnjih vrednosti ove slucajne varijable relativno niske u
odnosu na verovatnoce sredi$njih vrednosti.

(Citaocima sa solidnim matemati¢kim predznanjem koji Zele da potpunije razumeju
skjunis 1 kurtozis kao parametre oblika distribucije slucajne varijable preporucujem
tekst koji se u referencama nalazi pod Wheeler, 2011a).

Uloga teorije o slu¢ajnim varijablama i distribucijama slucajnih
varijabli u statistickoj analizi podataka

Slucajna varijabla, distribucija verovatnoca, funkcija gustine i funkcija distribucije su
apstraktni matematicki entiteti koji su definisani u okviru teorije verovatnoce na nacin
slican onome koji smo prikazali (prikaz koji smo mi dali je, naravno, unekoliko
pojednostavljen). U okviru teorije verovatnoce definisano je mnostvo familija
funkcija (distribucija verovatnoca za diskretne slu¢ajne varijable i funkcija gustine za
kontinuirane slucajne varijable). Svaka familija ovih distribucija i funkcija gustine
definisana je parametrima, tj. ,,opStim* velicinama koje kada uzmu odredenu brojnu
vrednost iz skupa mogucih vrednosti definiSu odredenu distribuciju u okviru date
familije.

Na primer, binomna familija distribucija verovatnoca definisana je sledecom
formulom:

n
Bin(x;n, ) = ( j o (1-7)"™, zax=0,1,..n
X
pricemujen=1,2,..1 0<n <1
n
U ovoj formuli ( J je binomni koeficijent,”? a n i 7 su parametri distribucije.
X

Parametar n, kao $to se vidi, mozZe uzeti celobrojne vrednosti od 1 pa nadalje, a
parametar ©t vrednosti u segmentu od 0 do 1.
Ocekivana vrednost, tj. aritmeticka sredina binomne raspodele, u oznaci pgiy, i
varijansa, U oznaci o’pi, definisane su na sledeéi nadin:

HBin = N*7

2
o Bin =N *1¥(1 - M)
Uocimo da kada opste veli¢ine n i © uzmu odredene vrednosti tada imamo konkretnu

binomnu distribuciju. Na primer, ako je n = 10, a © = 0.515 tada opsti obrazac za
binomnu familiju distribucija dobija sledeéi oblik:

10
Bin(x;10,0.515) =( j0.515" (1-0.515)', zax=0,1,..,n
X

Sada imamo posla sa funkcijom iz koje za odredeno x lako dobijamo vrednost
funkcije Bin(x). Na primer, ako je x = 6, tada je Bin(6; 10, 0.515) =
210%0.515°%0.485" ~ 0.22. Slucajna varijabla bi u ovom slucaju mogla biti broj

2 Binomni koeficijent je objasnjen u Matemati¢kom pojmovniku pod odrednicom Osnovni pojmovi i
pravila kombinatorike (tacka 6. Kombinacije).



decaka u 10 radanja, a u primeru je binomna raspodela upotrebljena da se izracuna
verovatnoca da se u 10 nezavisnih radanja rodi 6 decaka. Na osnovu binomne
raspodele mogli bismo izracunati i verovatnocu da se u dva bacanja novci¢a ne dobije
nijedno ,,pismo* na drugaciji nacin od onog koji smo primenili u tre¢em primeru kod
apriornog odredenja verovatnoce. Budu¢idajen=2,t=0.5ax=0, ovu
verovatnocu bismo izracunali na slede¢i nacin:

. 2 0 2-0 2! 2
P(nula"pisama") = 0.5 *(1-0.5)" =——1*0.5" =1*1*0.25=0.25
0 2-0)0

Binomna familija distribucija verovatnoca najcesce se koristi kao matematicki
model za slucajne varijable broj ,,uspeha ““ u n pokusaja iz slucajnih eksperimenata u
kojima su u svakom pokusaju moguca samo dva (uzajamno iskljuciva) ishoda,
pojedinacni pokus$aji nezavisni, a verovatnoca ,,uspeha“ u svakom pokusaju
konstantna iz pokusaja u pokusaj. ,,Uspeh je u ovom slucaju prosto jedan od dva
uzajamno iskljuciva ishoda koji nas zanima. Na primer, ako ovaj model primenimo na
eksperiment sa bacanjem nov¢ica, a zanima nas padanje nov¢i¢a na stranu ,,glava“
onda bi ,,uspeh” bio da je pala ,,glava®“. Mogli bismo, recimo, primenjujuci binomnu
raspodelu kao matematicki model takvog slucajnog eksperimenta odrediti
verovatnocu da u 10 pokusaja (bacanja novci¢a) padne 6 puta ,,glava“, ako
pretpostavimo da je verovatnoca padanja,,glave* u svakom pokusaju konstantna i
iznosi 0.5. Dakle, u tom slucaju parametri binomne raspodele bilibin=101 ©=0.5.
Slucajna varijabla u tom slucaju bila bi broj ,,glava “ u 10 bacanja novcica a vrednost
te slu¢ajne varijable za koju raCunamo verovatnocu jeste vrednost 6. Verovatnocu da
u 10 bacanja ispravnog novcica padne 6 puta ,,glava“ (a koja je priblizno jednaka
0.21) izracunali bismo na isti na¢in na koji smo prethodno izracunali verovatnocu da
se u 10 nezavisnih radanja rodi 6 decaka (ta verovatnoca bila bi priblizno jednaka
0.21). Uocimo iz primera koje smo prikazali da se jedna ista familija distribucija
verovatnoc¢a moze primeniti za opis ponasanja razli¢itih sluc¢ajnih varijabli.
Dakle, matematicari koji se bave teorijom verovatnoce definisali su veliki broj
razli¢itih funkcija (distrubucija verovatnoca ili funkcija gustine) kojima mozemo
opisivati ,,ponasanje‘ razliitih slucajnih varijabli. Kakve veze teorija slucajnih
varijabli i matematic¢ki modeli ,,ponasanja‘ slucajnih varijabli imaju sa statistickom
analizom podataka? Razumevanje ove veze od klju¢nog je znacaja za razumevanje
same statistiCke analize podataka. Naime, sve varijable kojima se bave istrazivaci u
psihologiji i srodnim oblastima, teorijski se mogu posmatrati kao ,,otelotvorenja‘*
slucajnih varijabli iz teorije verovatnoce. Prema tome, razli¢ite distribucije
verovatnoca i funkcije gustine kojima se u teoriji verovatnoc¢e opisuje ,,ponasanje‘
slu¢ajnih varijabli koriste se kao modeli ,,ponasanja* varijabli kojima se bave
istrazivaci u psihologiji i srodnim oblastima, tj. kao modeli raspodele ovih varijabli u
populaciji. Na primer, tzv. normalna (ili Laplas-DeMoavr-Gausova) funkcija gustine
(koju ¢emo prikazati u nastavku teksta) ¢esto se smatra adekvatnim matematickim
modelom za opis distribucije vrednosti mnogih psiholoskih varijabli (inteligencije,
ekstraverzije, neuroticizma, verbalne sposobnosti) u populaciji. Drugim re¢ima,
pretpostavlja se da kada bismo raspolagali merama na tim varijablama za sve ¢lanove
populacije onda bi se distribucija tih mera (mere i verovatnoce tih mera) mogla
matematicki opisati modelom normalne funkcije gustine.” Mnoge psiholoske

* Na ovoj pretpostavci zasniva se primena mnogih statisti¢kih postupaka u psihologiji premda nije
sasvim izvesno da je ova pretpostavka opravdana. U Glavi ** razmotricemo probleme koji se u



karakteristike ljudi posmatraju se kao da predstavljaju rezultat sabiranja uticaja
mnostva nezavisnih faktora, te otuda i pretpostavka o sveprisutnoj normalnosti
distribucija velikog broja psihololoskih varijabli. Za one varijable za koje znamo da su
rezultat nekih drugih mehanizama, a ne sabiranja uticaja mnogih nezavisnih ¢inilaca,
neopravdano je pretpostaviti da se normalno distribuiraju. Na primer, u takve varijable
bi spadale varijable koje nastaju kao rezultat multiplikativnog dejstva malog broja
¢inilaca.

S druge strane, svaki potencijalni rezultat slucajnog uzorka na nekoj varijabli pre
izvodenja istrazivanja teorijski se posmatra kao slucajna varijabla sa istom
distribucijom koju ima data varijabla u populaciji (o tome ¢emo podrobnije govoriti u
Glavi 7). Dakle, pre nego $to izmerimo inteligenciju datog ispitanika iz slucajnog
uzorka, njegov potencijalni rezultat se moze posmatrati kao slu¢ajna varijabla koja
ima normalnu raspodelu, tj. istu raspodelu koju ima varijabla inteligencija u
populaciji. Ovakav pristup je mogu¢ samo ako je uzorak slucajan (slucajni uzorak
¢emo objasniti u Glavi 7).

Na kraju, statisticke mere (statistici) koje dobijamo na osnovu rezultata ispitanika iz
slu¢ajnog uzorka (npr. aritmetic¢ka sredina uzorka) teorijski se mogu posmatrati kao
slucajne varijable ¢ije ,,ponasanje se moze opisati odredenim distribucijama
verovatnoce ili funkcijama gustine slucajnih varijabli. Takav tretman statistickih mera
dobijenih na slu¢ajnim uzorcima sledi na osnovu jedne od klju¢nih teorema iz teorije
o slucajnim varijablama:

Ako je X slucajna varijabla svaka funkcija od X je takode slucajna varijabla.

Dakle, budu¢i da se, pre izvodenja istrazivanja, pojedinacni rezultati (opservacije ili
elementi) slu¢ajnog uzorka mogu posmatrati kao slucajne varijable onda su i statistici
koji su funkcija tih slu¢ajnih varijabli takode slucajne varijable. Tvrdnja da su
statistici funkcija slucajnih varijabli sledi naprosto iz nacina, tj. formula kojima su
statistici definisani. Na primer, aritmeticka sredina kao statistik, u oznaci M,
definisana je na slede¢i nacin:

n

2X,
M= /=1
n

pri ¢emu su X; rezultati pojedinih jedinica posmatranja iz slu¢ajnog uzorka, a n broj
rezultata, tj. veliCina uzorka.

Ocigledno, ako se pre izvodenja istrazivanja svako X; posmatra kao slu¢ajna varijabla
onda je i funkcija od tih slu¢ajnih varijabli, u ovom slucaju statistik M, slucajna
varijabla. Na tretiranju statistika kao sluc¢ajnih varijabli zasnovani su postupci
statistickog zakljucivanja koje ¢emo razmatrati u ovoj knjizi pocevsi od Glave 7.

Normalna ili DeMoavr-Laplas-Gausova funkcija gustine

Familija normalnih funkcija gustine definisana je slede¢im izrazom:

statistickoj analizi podataka javljaju kada imamo razloga da sumnjamo u opravdanost ove pretpostavke.
Moglo bi se svakako postaviti i opstije pitanje: da li su istrazivaci u psihologiji i srodnim oblastima
odabrali prave teorijske modele iz teorije verovatnoce za opis ,,ponasanja“ varijabli kojima se bave i da
li je mozda potrebno definisati nove teorijske modele koji su primereniji ,,ponasanju’ ovih varijabli. Na
ovo veoma tesko pitanje koje zadire u same temelje primene statistike u psihologiji i srodnim oblastima
nemamo jasan odgovor ali bi istrazivaci u ovim oblastima svakako trebalo da ga budu svesni.
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U ovom izrazu x su moguce vrednosti slucajne varijable X, n je konstanta koja iznosi
3,1415 (Ludolfov broj) a e je konstanta (2.7183) koja predstavlja osnovu prirodnog,
Neperovog logaritma. Opste veli¢ine | i ¢ su tzv. parametri kojima je definisana
familija normalnih funkcija i predstavljaju aritmeticku sredinu i standardnu devijaciju
(pozitivni kvadratni koren varijanse) slu¢ajne varijable, tim redom. Kada parametri p i
¢ uzmu odredene vrednosti tada je u okviru ove familije definisana odredena
normalna funkcija gustine ili normalna raspodela.”* Normalna raspodela se u statistici
uobicajeno skraceno oznac¢ava nekom varijantom velikog slova N sa oznakama
parametara u zagradi. Mi ¢emo je u ovom tekstu oznacavati na slede¢i nacin:
N(p,0). **font Matura Script Capitals

Na primer, normalnu raspodelu sa parametrima = 100 i ¢ = 15 oznacili bismo
ovako:

N(100,15).

Graficki prikaz normalne raspodele sa parametrima p =100 i o = 15 dat je na Grafiku
kK

Grafik **

Kao $to iz Grafika ** mozemo da uo¢imo normalna funkcija gustine je zvonasta i
simetricna u odnosu na najvisu ordinatu, tj. ordinatu dignutu iz tacke koja je jednaka
aritmetickoj sredini varijable. Kriva se asimptotski priblizava X osi. Budu¢i da
funkcija ima samo jedan vrh, normalna raspodela spada u tzv. unimodalne raspodele
(raspodele koje imaju jednu vrednost koja je najc¢esca). Posto je ukupna povrsina
ispod krive jednaka 1 ili 100% (po definiciji funkcije gustine slu€ajne varijable),
povrsine levo ili desno od najvise ordinate jednake su 0.5 (ili 50%). Kao i kod svake
funkcije gustine, verovatnoc¢a da sluc¢ajna varijabla sa normalnom funkcijom gustine
uzme neku vrednost u odredenom intervalu predstavljena je povrSinom koja se dobija
kada se iz granica intervala povuku paralele sa ordinatom do krive. Na primer:

e povrsSina izmedu ordinata koje su dignute u tatkama 1 - o1 p + G iznosi

0.6826;

e povrSina izmedu ordinata koje su dignute u tackama p - 2 1 u + 26 iznosi
0.9544;

e povrsSina izmedu ordinata koje su dignute u tackama p - 3¢ i u + 36 iznosi
0.9974;

Uocimo, dakle, da je verovatnoc¢a da slucajna varijabla koja se ,,ponasa“ po normalnoj
raspodeli, tj. koja ima normalnu funkciju gustine uzme neku vrednost u intervalu
ograni¢enom vrednoscu koja je za jednu standardnu devijaciju manja od aritmeticke
sredine 1 vredno$¢u koja je za jednu standardnu devijaciju veca od aritmeticke sredine
iznosi 0.6826 (ili 68.26%). Isto tako, verovatnoc¢a da slu¢ajna varijabla koja ima
normalnu funkciju gustine uzme neku vrednost u intervalu od vrednosti koja je za tri
standardne devijacije manja od aritmeticke sredine do vrednosti koja je za tri
standardne devijacije veca od aritmeticke sredine iznosi 0.9974 (gotovo 100%).

24 Bez obzira na to §to je naziv ,,normalna funkcija gustine* matematicki korektan naziv za ovu
funkciju, buduéi da je re¢ o kontinuiranim sluc¢ajnim varijablama, mi ¢emo u ovom tekstu, jer je to u
psihologiji uobicajeno, koristiti i naziv ,,normalna raspodela‘ .



Uocimo i da je kvantil 0.5, tj. medijana za normalnu raspodelu bas vrednost iznad
koje je najvisa ordinata, a ta vrednost je istovremeno i aritmeticka sredina.

Na Grafiku ** prikazane su povr$ine pod normalnom krivom koje su veoma vazne za
statistiCku analizu podataka.

Grafik **

Za statisticku analizu podataka posebno su vazni sledec¢i kvantili normalne raspodele:
qo.02s = 1 - 1.960
qoo75s = p + 1.96c
Jo0.005 = W - 2.58c
Jo.99s = U +2.58c
Dakle,
Uoc¢imo i da je kvantil 0.5 za varijablu koja ima normalnu raspodelu jednak
aritmetickoj sredini varijable:
Jos = U
/Istovremeno, kvantil 0.5 za varijablu koja ima normalnu raspodelu jednak je medijani
1 modalnoj vrednosti (modu) varijable/.

Cinjenica da slu¢ajna varijabla X ima odredenu raspodelu pise se uobic¢ajeno tako §to
se posle oznake varijable stavlja znak ~ (,,tilda*) i potom se daje oznaka raspodele. Na
primer, skracenica X ~ Bin(n, m) oznacava da varijabla X ima binomnu raspodelu sa
parametrimanim, a X ~ W(l,0) oznacava da varijabla X ima normalnu raspodelu

sa parametrima L1 G.

: Ako X ~ W¥(, o) onda je funkcija distribucije za varijablu X, u oznaci F(x,), data
slede¢im izrazom:

Standardizovana normalna funkcija gustine

U statisti¢koj analizi podataka veoma je vazna normalna raspodela ¢ija je aritmeticka
sredina jednaka 0, a standardna devijacija jednaka 1, tj. normalna raspodela sa
parametrima p=01oc=1. Ako p1i o iz opsSte formule za familiju normalnih
raspodela zamenimo sa 0 i 1, dobi¢emo obrazac kojim je definisana tzv.

standardizovana normalna funkcija gustine:

1 -7
(5]

(I)(Z) = m 2

Slucajna varijabla koja ima standardizovanu normalnu raspodelu uobicajeno se
oznacava slovom Z te je u ovom obrascu x iz opste formule zamenjeno sa z. [sto tako,
standardizovana funkcija gustine se u teoriji verovatnoce uobicajeno oznacava sa ¢(z),
a ne (AV(z) pa smo i mi koristili ovu uobic¢ajenu oznaku. Uocimo, dakle, da je ¢(z)

specijalni slu¢aj opSteg obrasca normalne raspodele ** u kojem je u imeniocu
koli¢nika koji se nalazi ispred izraza e izostavljena G jer je jednaka 1, dok je u



eksponentu umesto (X — Hj stavljeno z, jer je z = (ﬁ) Dakle, varijabla Z je
c c

naprosto linearna transformacija varijable X. (Linearne transformacije ¢e biti

podrobno objasnjene u Glavi 6).
' Funkcija distribucije za varijablu koja ima standardizovanu normalnu raspodelu, |
| uobicajeno u oznaci ®(z,), definie se na sledeci nacin:

z, 1,

Graficki prikaz standardizovane normalne funkcije gustine dat je na Grafiku **, a
standardizovana normalna funkcija distribucije na Grafiku **.

Za statisticku analizu podataka veoma su vazni slede¢i kvantili standardizovane
normalne raspodele (umesto opSte znake qp za kvantil, u sluc¢aju standardizovane
normalne raspodele uobicajeno se koristi oznaka z,):

Zo.025 =-1.96
Zp.975 = +1.96
Zo.005 = -2.58
Z0.995 = +2.58

Zapamtite:

Verovatnoca da slucajna varijabla koja ima standardizovanu normalnu raspodelu
uzme neku od vrednosti u intervalu od 7025 do Zp 975 , tj. od -1.96 do +1.96 jednaka je
0.95 ili 95%.

Verovatnoca da slucajna varijabla koja ima standardizovanu normalnu raspodelu
uzme neku od vrednosti u intervalu od zg.gos do Zp.99s , tj. 0d -2.58 do +2.58 jednaka je
0.99 ili 99%.

Verovatnoca da slucajna varijabla koja ima standardizovanu normalnu raspodelu
uzme neku od vrednosti manjih od 7 o25 (tj. manjih od -1.96) ili neku od vrednosti
vecih od 7975 (tj. veéih od +1.96) jednaka je 1 - 0.95, tj. 0.05 ili 5%.

Verovatnoca da slucajna varijabla koja ima standardizovanu normalnu raspodelu
uzme neku od vrednosti manjih od 7 gos (tj. manjih od -2.58) ili neku od vrednosti
vecih od zg 95 (tj. veéih od +2.58) jednaka je 1 - 0.99, tj. 0.01 ili 5%.

Svaka slucajna varijabla X koja ima normalnu raspodelu sa parametrima [ i c moze
se prevesti u varijablu Z koja ima standardizovanu normalnu raspodelu veoma
jednostavnom transformacijom:
X—u

c
Ovo sledi na osnovu pravila iz teorije verovatnoce o distribuciji slucajnih varijabli pri
odredenim transformacijama slucajnih varijabli, Sto ovde ne¢emo podrobnije

7 =



obrazlagati.”

Zapamtite: Ako slucajna varijabla X ima normalnu raspodelu sa parametrima L1 o,
onda slucajna varijabla Z, pri ¢emu je Z = (X - p)/o, ima standardizovanu normalnu
raspodelu, tj. normalnu raspodelu sa parametrimap=0 i o= 1.

Uocimo da ukoliko varijabla X ima normalnu raspodelu sa parametrima i o, tada
vrednosti na toj varijabli koje su definisane sa p * z*c uvek odgovaraju onim
vrednostima jednakim =+ z na varijabli Z koja ima standardizovanu normalnu
raspodelu. U kojem smislu ,,odgovaraju“? U smislu udaljenosti od odgovarajuce
aritmeticke sredine kada se ta udaljenost iskazuje u jedinicama standardne devijacije.
Na primer, ako varijabla X ima normalnu raspodelu sa parametrima p=100ic =15
tada vrednost na varijabli X jednaka 100 + 1.96*15 (vrednost 129.4) odgovara
vrednosti +1.96 na varijabli Z. Isto tako, vrednost na varijabli X jednaka 100 -
1.96*%15 (vrednost 70.6) odgovara vrednosti -1.96 na varijabli Z. Vrednost 129.4 na
varijabli X podjednako je udaljena od aritmeticke sredine varijable X kao i vrednost
+1.96 na varijabli Z od aritmeticke sredine varijable Z, ukoliko ovu udaljenost
iskazujemo u jedinicama odgovarajuce standardne devijacije. Dakle, vrednost 129.4
na varijabli X, 1 njoj odgovarajuc¢a vrednost +1.96 na varijabli Z vece su od “svoje”
aritmeticke sredine za 1.96 odgovarajucih standardnih devijacija.

Prema tome, mozemo re¢i da vrednosti @ * z*c na varijabli X i odgovarajuce
vrednosti z na varijabli Z predstavljaju iste kvantile. U konkretnom primeru koji smo
naveli vrednost 129.4 na varijabli X i vrednost +1.96 na varijabli Z predstavljaju
kvantil 0.975 u ,,svojoj* raspodeli.

Familija normalnih raspodela predstavlja teorijski matematicki model kojima
se, kako se Cesto veruje, moze adekvatno opisati ,,ponasSanje mnogih varijabli s
kojima se srecu istrazivaci u psihologiji i srodnim oblastima. To znaci da istrazivaci u
tim oblastima polaze od pretpostavke da se mnoge ljudske osobine, ne samo fizicke
(npr.,visina, tezina) ve¢ i psiholoske (npr., inteligencija, pojedine crte licnosti, znanje)
raspodeljuju u populaciji prema normalnoj raspodeli. Najzasluzniji za ,,prevodenje*
normalne funkcije gustine iz modela koji dobro opisuje raspodelu gresaka u
astronomskim merenjima u matematicki model populacionih raspodela mnogih
bioloskih i psiholoskih karakteristika je belgijski astronom Ketelet.
Mereci pojedine fizicke karakteristike velikog broja vojnika Ketelet uocava veliku
sli¢nost empirijske raspodele ucestalosti mera sa normalnom raspodelom. Ketelet
pocinje da veruje u ideju da je ideal Prirode da kreira prose¢nog coveka a da su
individualne razlike medu ljudima zapravo posledica greSaka Prirode koja
»promasuje® u ,,nastojanju‘ da stvori prosecnog (po Keteletovom shvatanju idealnog)
coveka. Otuda, po Keteletu, jedan isti matematicki model dobro opisuje dve vrste
greSaka, kako one u astronomskim i drugim merenjima, tako i onih koje pravi ,,majka
Priroda® u nastojanju da stvori idealnog coveka. Vera u sveprisutnost ove raspodele
kada su u pitanju bioloske i psiholoske karakteristike ljudi kumovala je i imenu
raspodele — ,,zakon gresaka“ postaje normalna raspodela.*®

3 Podrobnije o ovome moze se videti u knjigama iz teorije verovatnoée (npr., Dekking et al., 2005,
str.106).
%% Podrobnije 0 ovome moze se procitati u Cowles, 2001.



Vecina statistickih paketa ima ugradene funkcije kojima se mogu izracunati

- verovatnoce da slucajna varijabla koja ima odredenu raspodelu (npr., binomnu ili
normalnu) uzme neku od vrednosti u odredenom intervalu. U programu SPSS ove
funkcije se nalaze u okviru komande COMPUTE i po€inju skrac¢enicom Cdf (npr., za
familiju binomnih raspodela je to funkcija Cdf.Binom a za familiju normalnih
raspodela funkcija Cdf.Normal. U ve¢ini paketa postoje i funkcije za odredivanje
verovatnoce da diskretna slucajna varijabla uzme odredenu vrednost ili za odredivanje
vrednosti funkcije gustine za kontinuiranu slucajnu varijablu. U programu SPSS

© nazivi ovih funkcija poc¢inju skra¢enicom Pdf. Isto tako, postoje i funkcije za
odredivanje kvantila koji odgovaraju odredenoj vrednosti funkcije distribucije. Imena
ovih funkcija u programu SPSS poc¢inju skra¢enicom Idf (od engleskog Inverse
Distribution function).

NANANANANAAANANANANANANAAANANANNN

Sazetak: najvaznije ideje iz teorije verovatnoce za razumevanje statistike

e Verovatno¢a moze biti bilo koji realni broj od 0 do 1.

e Verovatnoc¢u nekog dogadaja mozemo oceniti na osnovu relativne ucestalosti
(relativne frekvencije) tog dogadaja u velikom broju pokusaja ili posmatranja.

o Sanse za neki dogadaj predstavljaju koliénik verovatno¢e desavanja i
verovatno¢e nedesavanja tog dogadaja.

e Zbir verovatno¢a nekog dogadaja i komplementa tog dogadaja jednak je 1.

e Uslovna verovatno¢a dogadaja A, pod uslovom da se desio dogadaj B, jednaka
je koli¢niku verovatnoce zajednickog desavanja ova dva dogadaja i
verovatnoce dogadaja B.

e Uslovna verovatno¢a dogadaja A4 pod uslovom da se desio dogadaj B, nije, u
opstem slucaju, jednaka uslovnoj verovatno¢i dogadaja B pod uslovom da se
desio dogadaj 4.

e Ako su dogadaji 4 i B statisticki nezavisni onda su uslovne verovatnoce ovih
dogadaja jednake obi¢nim verovatno¢ama tih dogadaja.

e Verovatnoca zajednickog desavanja uzajamno iskljucivih dogadaja jednaka je
nuli.

e Verovatnoca desavanja jednog ili drugog dogadaja, ako su dogadaji uzajamno
iskljucivi, jednaka je zbiru deSavanja pojedinacnih dogadaja.

e Verovatnoca zajednickog desavanja statisticki nezavisnih dogadaja jednaka je
proizvodu verovatnoc¢a svakog od dogadaja.

e Slucajna varijabla je varijabla koja na slucaj uzima neku od svojih mogucih
vrednosti tako da zbir verovatnoca za sve moguce vrednosti varijable bude
jednak jedinici.

e Statistici, tj. statisticke mere slu¢ajnih uzoraka predstavljaju slucajne varijable.

e Distribucija verovatnoca za diskretnu slucajnu varijablu sadrzi parove
mogucih vrednosti varijable i verovatnoc¢a koje su pridruzene tim vrednostima.

e Funkcija gustine za kontinuirane varijable pokazuje relativnu ucestalost
(“gustinu”) vrednosti varijable u nekom intervalu. Celokupna povrsina pod
funkcijom gustine jednaka je 1 (a ako se iskazuje procentualno jednaka je
100%).

e Za diskretne slucajne varijable moze se odrediti verovatnoca pojedinih
vrednosti varijable, a za kontinuirane slucajne varijable moguce je odrediti
samo verovatnocu da varijabla uzme vrednosti u odredenom intervalu.



e Funkcija distribucije za datu vrednost varijable pokazuje verovatnocu da
varijabla uzme neku vrednost manju od date vrednosti ili jednaku datoj
vrednosti.

e Kvantil g, za slu¢ajnu varijablu je najmanja vrednost varijable za koju vazi
sledece: verovatnoca da varijabla uzme neku vrednost od najnize moguce
vrednosti do vrednosti kvantila jednaka je p, tj. indeksu iz oznake kvantila.

e (Ocekivana vrednost ili aritmeticka sredina slucajne varijable jednaka je zbiru
proizvoda mogucih vrednosti varijable i odgovaraju¢ih verovatnoca za te
vrednosti.

e Varijansa slucajne varijable jednaka je zbiru proizvoda kvadriranih odstupanja
vrednosti na varijabli od o¢ekivane vrednosti varijable i odgovarajucih
verovatnoca za te vrednosti.

e Familija normalnih distribucija definisana je parametrima pL i o, tj.
aritmetickom sredinom i standardnom devijacijom varijable.

e Zamnoge varijable koje se koriste u psihologiji i srodnim oblastima
pretpostavlja se da se normalno distribuiraju u populaciji.

e Standardizovana normalna raspodela definisana je parametrima p=01ic = 1.

e Verovatnoca da slucajna varijabla koja ima standardizovanu normalnu
raspodelu uzme neku od vrednosti u intervalu od -1.96 do +1.96 jednaka je
0.95 ili 95%.

e Verovatnoca da slucajna varijabla koja ima standardizovanu normalnu
raspodelu uzme neku od vrednosti u intervalu od -2.58 do +2.58 jednaka je
0.99 ili 99%.

lll. 4. Odnos matemati¢kog modela i prirode pojave na koju se on
primenjuje

Izmedu matematickih pojmova ili modela i prirodnih pojava postoji izomorfizam
(sliénost oblika). Primenjujuéi neki matematicki model na pojave (usled dovoljnog
slaganja oblika pojava i oblika matematickih izraza ) mozemo do¢i do vrlo korisnih
pretpostavki o prirodi pojave sledeci logiku njenog matemati¢kog modela. Naravno,
pretpostavke do kojih dolazimo na ovaj nacin potrebno je podvrgnuti empirijskoj
proveri.

lll. 5. Odnos teorijskih distribucija verovatnoce i empirijskih distribucija
ucestalosti

Teorijske distribucije verovatno¢a i funkcije gustine verovatnole vezane su za
populaciju ili proces koji je generisao podatke. Distribucija verovatnoc¢a za diskretnu
slucajnu varijablu pokazuje verovatno¢u da slucajno izabrani ¢lan populacije ima
odredenu vrednost u pogledu varijable koja se meri.

Za kontinuiranu slu¢ajnu varijablu funkcija gustine verovatnoce dopusta da se odredi
verovatnoc¢a da Clan populacije slucajno izabran ima vrednost koja ¢e se nalaziti
izmedu odredenih granica.

Kada je re¢ o uzorku, tabuliranje podataka da bi se pokazala ucestalost sa kojima se
svaka vrednost varijable pojavljuje u uzorku daje funkciju frekvencije ili distribuciju
frekvencija. Distribucija frekvencija u uzorku odredena je prirodom distribuije
verovatnoca date varijable u populaciji i varijabilnos¢u procesa izbora



reprezentativnog uzorka. Distribucija frekvencija ¢e, prema tome, odstupati slucajno
manje ili viSe od distribucije populacije.
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